


Este libro, es una revisión de la edición original 
escrita por Marie Weiss, y presenta una introduc- 
ción al álgebra abstracta. Abarca los aspectos ele- 

_mentales más importantes de la materia: dominios 
enlero$ "anillos, campos, grupos, espacios vectoria- 
les y matrices. Al preparar la revisión, et Profesor. 


Dubisch conservó la organización y el espíritu def. > 


texto original. Sin embargo, agregó muchas ilustra- 
ciones constructivas y explícitas de las definiciones 
y aumentó cónsiderablemente el número de ejerci- 
cios. Así mismo, con la adición de dos capitulos (6 
y 'H; se cubrieron tópicos como la independencia y 
dependencia lineal de vectores, los productos inter- 
nos de vectores y el concepto de base y dimensión 
de un espacio vectorial que se habían omitido con 
anterioridad, Se evitaron las explicaciones sofistica- 
das y se usaron ejemplos sencillos para ilustrar los 
conceptos presentados. 


El texto proporciona una transición suave y 
gradual de los cursos especiales para resolver pro- 
blemas a la deducción postulatoria, proporcionando 
al estudiante una base sólida para efectuar trabajos 
posteriores en otros campos de las matemáticas. 
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Al preparar la segunda edición de Higher Algebra for the Under- 
graduate, traté de conservar la organización y el espiritu de este excelente 
libro de texto. Sin embargo, hice un gran número de ligeros cambios en 
beneficio de la claridad y la corrección y algunos otros cambios de mayor 
trascendencia para proporcionar un panorama más amplio de las ideas 
básicas del álgebra abstracta elemental. 

Entre las modificaciones más importantes se encuentras las siguientes: 

1. Se introdujeron muchas ilustraciones constructivas y explícitas 
de las definiciones, 

2. El número de ejercicios se incrementó en un 4096. Algui. , de 
los ejercicios agregados son sencillos y los aumenté donde consideré que 
se necesitaban, pero otros son problemas más difíciles que se presentan 
para poner a prueba a los mejores estudiantes. 

3. Antes de presentar temas no conocidos, se agregó material para 
estimular los conocimientos del estudiante (por ejemplo, los enteros 
negativos). 

4. Para facilitar su identificación, todos los términos técnicos, in- 
troducidos ahora, se escribieron con letra cursiva. 

5. Se actualizaron las referencias, 

6. Se agregó al capítulo 4 una sección sobre dominios enteros or- 
denados y al capítulo 9 una sección sobre automorfismos de campos. 
(La última sección proporciona una introducción natural al estudio pos- 
terior de la moderna teoría de Galois.) 

7. Probablemente, el cambio más importante es la renovación casi 
completa del capítulo 6, “Matrices sobre un campo". Este capítulo se 
reemplazó por dos: el capítulo 6 ahora se titula “Vectores y matrices” 
y el capítulo 7 actualmente denominado "Sistemas de ecuaciones li- 
neales", 


? 
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Estos nuevos capítulos incluyen tópicos como la independencia y 
dependencia lineal de vectores, el producto interno de vectores y el con» 
cepto de base y dimensión de un espacio vectorial (considerado como 
un conjunto de n-adas sobre un campo) que se omitieron en la edición 
anterior. Esta parte de la revisión está de acuerdo con la tendencia actual 
de emseñar más álgebra lineal al nivel de enseñanza superior. 


Roy Dusiscn 
Seattle, Wi 
Octubre 15, 1961 
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1 Enteros 


1 ENTEROS POSITIVOS 


Los primeros simbolos matemáticos aprendidos por todos son los 
correspondientes a los enteros positivos: 1,2, 3,*** ; a los cuales, frecuen- 
temente se les da el nombre de números naturales. Sus propiedades son 
conocidas por todos y las enlistaremos sistemáticamente, No es nuestro 
propósito desarrollar estas propiedades a partir de un número mínimo de 
hipótesis y términos indefinidos, sino hacer una lista de esas leyes y pro- 
piedades que son tan familiares al estudiante y usarlas como una defini- 
ción característica de los enteros positivos. 

Las operaciones conocidas, en relación con los enteros positivos, son 
las de adición y multiplicación; es decir, para todo par de enteros posi- 
tivos a, b, sabemos qué significan la suma de a + bh y el producto ab y 
que la suma y el producto también son enteros positivos. El hecho de que 
la suma y el producto de cualquier par de enteros positivos también 
sean enteros positivos, frecuentemente se expresa diciendo que el conjunto 
de los enteros positivos es cerrado bajo la adición y la multiplicación. 


Como es bien sabido, los enteros positivos a, b,c,*** obedecen las si- 
guientes leyes que gobiernan estas operaciones: 
La ley conmutativa 
para la adición a+b=b+a, 
para la multiplicación ab = ba. 
La ley asociativa 
para la adición a (b e) (a b) e, 


para la multiplicación a(be) = (ab)c. 
La ley distributiva alb 4- e) — ab 4 ac. 


n 
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Por ejemplo, 2+3=5=3+2;2:-3=6=3-2; 2+ (34+4= 
2+7=9 y, también, (2+3) +4=5+4=9; 2(3: 4) =2-: 12 
= 24 y, también, (2 - 3)4 = 6- 4 =24; 2(3 + 4) 72:7 — 14 y tam- 
bién, 2:3+2:4=6+8=14 

Ahora pueden determinarse muchas otras propiedades de los enteros 
positivos con base en las propiedades antes establecidas. Por ejemplo, en 
ocasiones se da el nombre de ley distributiva izquierda a la ley distributiva 
a(b + c) = ab + ac y puede establecerse la ley distributiva derecha 


(b 4- c)a 7 ba -Fca. 


Aplicando sucesivamente la ley conmutativa para la multiplicación, 
la ley distributiva izquierda y, una vez más, la ley conmutativa para la 
multiplicación, se tiene (b + c)a = a(b +e) = ab + ac = ba + co. 

Puede darse una ilustración de un sistema en el cual no se cumplen 
algunas de estas leyes, definiendo arbitrariamente una adición y una mul- 
tiplicación para los enteros positivos, de la manera siguiente: Denotemos 
la nueva adición por @ y la nueva multiplicación por ©. Sea c® b = 
2a y a© b = 2ab, donde 2a y 2ab denotan los resultados de la multipli- 


bQawe2b, bGa-2h, aOG(bGOc)s-adG2b-2a, 

(a ©b) ©c = 2a Oc = 4a, a © (b © c) = a O 2bc == 4abe, 

(a © b) © c = 2ab © c = dabe, a © (b © c) m a © 2b m 4ab, 
(a & 5) @ (a O c) = 2ab @ 2ac = 4ab. 


Nótese que las leyes conmutativa y asociativa no se cumplen para la 
adición, pero si para la multiplicación ¿Existen dos leyes distributivas 
en este sistema? 





Ejercicios 


L Reducir el primer miembro de las siguientes igualdades al segundo miembro, 
aplicando sucesivamente una ley asociativa, conmutativa o : 


(345) +6=34 (3 +56). b 145-541 
2(3:5) —- (2: 305. d. 2(3-5) =5(2-3). 
6844) =4-6+6-2 f. 6(8*4) — (4* 6)8. 
3745) -5:34+7-3, h. 
6(5*3) — (3: 6)5. i 
alb + (e 4 d)] — (ab 4 ac) 4 ad. 
aj (ed)] 9 (be) (ad). 

lad + ca) + ag~ allg +e) +d} 


5(643) 23-54 5-6 
416 T4 AC 6). 


a[b(cd)] — (ab) (ed). 


3errnapr 
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2. Determinar si las operaciones Y) y () para los enteres positivos x, y, definidas 
enla forma que sigue, obedecen las leyes conmutativa, asociativa y distributiva; 


arOyer42yzOy-iy br0y="mr0y==+Y 
c zoy=rz+ rOy =. d. z@y = Nz +y), z Oy = 2y. 
ecxoy=r+y 1 0y ==". 


2- PROPIEDADES ADICIONALES 


A continuación, se enlistarán algunas propiedades adicionales de los 
enteros positivos, Obsérvese que el entero positivo 1 es el único entero 
positivo tal que | - a = a, para todo entero positivo a. Se dice que 1 es una 
identidad para la multiplicación. Asimismo, se cumplen las siguientes leyes 
de cancelación para la adición y la multiplicación: 


1. Sia, b y x son enteros positivos y a + x= b + x, entonces a = b. 
2. Sia, b y x son enteros positivos y ax = bx, entonces a = b. 


Además, para cualquier par de enteros positivos a y b, a = b, o bien, 
existe un entero positivo x tal que a +x = b, o bien existe un entero 
positivo y tal que a = b + y, y solamente se cumple una de estas alter- 
nativas. Por ejemplo, si a = 2 y b = 2, a = b; a= 2 yb=3,2 +1 
23;52-23yb-2,372-1 

A partir de estas relaciones alternativas entre dos enteros positivos, 
podemos definir las desigualdades. Si a, b y x son enteros positivos tales 
que a+ x= b, se escribe a < b. (leer a menor que b) y b a (leer 
b mayor que a), Por tanto, 2< 3 y 3>2 puesto que 2-- 1 — 3. De 
aquí que, para cualquier par de enteros positivos, se tienen las siguientes 
alternativas mutuamente exclusivas —a — b, o a« b, o0 a2» b— y ve 
ha establecido una relación de orden entre cualquier par de enteros po- 
sitivos. Con base en la definición anterior, pueden probarse las propie- 
dades conocidas de las desigualdades para los enteros positivos: 


Ll. Siacb y b € c, entonces a « c. 
2. Sia € b, entonces a ce & b d c. 
3. Si a € b, entonces ac « be. 


Por ejemplo, si a « b y b « e, entonces existen los enteros positivos 
x y y tàks que ab x—b y b-- yc c. Entonces (at x) ky 
a+ (x +y) = c y, puesto que x + y es un entero positivo, a < e. 





Ejercicios 

1. Probar que, si a, b y « son enteros positivos y a < b, entonces a e b d e. 

2 Probar que, si a, à y e son enteros positivos y a < b, entonces ae < be. 

3 Probar que, sl 0, by d son enteros positivos, a < b y e < d, entonces a + o 
* 


Ahora llegamos a la última propiedad importante de los enteros po- 
sitivos que se discutirá. Esta propiedad nos permitirá efectuar demostra- 
ciones por el método conocido como inducción finita o inducción ma- 
temática. 


Postulado de la inducción finita 


Un conjunto $ de enteros positivos con las siguientes dos propieda- 
des, contiene todos los enteros positivos: 


1. El conjunto $ contiene el entero positivo 1. 
2. Si el conjunto $ contiene el entero positivo k, contiene el entero 
positivo k + 1. 


Este postulado se aplica para probar ciertas proposiciones relacio- 
nadas con los enteros positivos. Se dice que la demostración se realiza 
por inducción finita, 

Primer método de demostración por inducción finita 

Sea P(n) una proposición definida para todo entero positivo m. Si 
P(1) es verdadera y si P(k +1) es verdadera siempre que P(k) sea 
Vétdaden, enioncor P(4) es verdadera para todós lod anterio pasos e: 

La demostración es inmediata de acuerdo con el postulado de la in- 
ducción finita. Considérese el conjunto $ de enteros positivos para los 
cuales la proposición P(n) es verdadera. Por hipótesis, contiene el entero 
positivo 1 y el entero positivo k + 1 siempre que contenga el entero posi- 
tivo k. De aqui que el conjunto $ contiene todos los enteros positivos. 


KEjxwrLo. Sea la potencia a*, au ci IS dd 
manera siguiente: a a, a e a*- a, Probar que (ab)" — 

GUN wr is de aiio con la din, (ab) = ab = b, Supéngue que 

de los exponentes se cumple para n= k: (ab)" — a*b*. Entonces, por 

(ab) (ab) a de acuerdo con el supuesto, (eb)'(ab) — 

(a'b) (ab). Aplicando Ls leyes asociativa y conmutativa al segundo miembro 
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de la última igualdad y según SA se tene Mr o (afa) (^) 
eN, do que quería demostrarse. Por lo tanto, esta ley de los exponentes 
es verdadera para todos los enteros positivos n. 


Intimamente relacionado con el postulado de la inducción finita se 
encuentra el principio del buen orden: En todo conjunto no vacio, de en- 
toros postivos, existe un entero positivo más pequeño. Este principio puede 
probarse a partir del postulado de la inducción finita.* Aplicaremos este 
principio para establecer el 


Segundo método de demostración por inducción finita 


Sea P(n) una proposición definida para todo entero positivo m. 
£i P(1) es verdadera y si, para todo m, P(m) es verdadera siempre que 
P(k) sea verdadera para todos los enteros positivos & «7 m, entonces P(n) 
es verdadera para todos los enteros positivos n. 

Sea $ el conjunto de enteros positivos para los cuales P(n) es falsa. 
Si $ no es vacio contendrá un entero positivo menor m. Nótese que 
mÆ l, puesto que, por hipótesis, P(1) es verdadera. De aqui que, para 
todos los enteros positivos k < m, P{k) es verdadera. Entonces, a partir 
de la hipótesis de inducción, se tiene que P(m) es verdadera, pero m 
está en el conjunto S. Por lo tanto, el conjunto $ es vacio. 


Ejercicios 


Probar por inducción finita para todos los enteros positivos n. 
l. Aplicar la definición dada en el ejemplo anterior para probar las leyes 
siguientes 





a Po b. € (e) a. 
2, 448-12 4 i dn 2u(n 1). 
3 PEE 49. R+. ratib Ialn E 3) = Sala t 1) (n + 2). 
*& 601562 9 6:3 oo On! e nin 1) (2n + 1). 
5 3.1.2 3:2-.3 4 3-3-4 *** + 3n(n + 1) =m(n 4 1)(n 4 2). 
6, Probar los siguientes teoremas por inducción finita, 
a. P n para todos los enteros positivos m. 
b. TE son dos enteros positivos cualesquiera tales que A<k +1, en- 
tonces A < k. 
£ Sim e un entero positivo cualquiera, entonces no existe entero positivo n 
tal que se cumpla m <a <m +1. 
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4: RESUMEN 


A continuación, como una referencia, se hará una lista de las propie- 
á 
dades de los enteros positivos que los caracterizan completamente, Estas 
propiedades pueden usarse como un conjunto de postulados para los 
enteros positivos. 

El sistema de los enteros positivos tiene las propiedades siguientes; 


l. El conjunto de enteros positivos es cerrado bajo las dos 
i E disant edi 
ciones, adición y multiplicación. Estas operaciones obedecen las leyes con- 
mutativa, asociativa y distributiva. 

2 El entero positivo 1 tiene la propiedad 1-a = a para todo entero 
positivo a. 
Q9 Se cumplen las leyes de cancelación. Si a, b y x son enteros po- 
sitivos: 


i. Sia t x=b +x, entonces a = b. 
ii. Si ax = bx, entonces a = b, 


4 Para cualquier par de enteros positivos a y b, se tiene a= b, 
© existe un entero positivo x tal que a + x = b, o existe un entero posi- 
tivo y tal que a = b + y, y solamente se cumple una de estas alternativas, 

5. Se cumple el postulado de la inducción finita. 


5 + ENTEROS 


k Estamos familiarizados con el hecho de que, dados dos enteros posi- 
tivos a y b, no siempre podemos encontrar un entero positivo x tal que 
4 ox b. Este estado inaceptable de cosas se remedió hace mucho 
tiempo mediante la introducción de los enteros negativos y el cero para 
construir el sistema de los enteros. Sin embargo, en lugar de suponer las 
propiedades de los enteros, se definirán los enteros en términos de los en- 
teros positivos y las operaciones con enteros en términos de las operacio- 
nes con enteros positivos. Por tanto, podrán establecerse las propiedades 
de los enteros con base en las propiedades de los enteros positivos. Para 
hacer lo anterior, consideremos pares de enteros positivos tales como 
(2,1), (1,2), etc. Se definirá la igualdad, la adición y la multiplicación 
de estas parejas en tal forma que, por ejemplo, las parejas iguales a 
(a + x,a) se comportarán de manera muy semejante a (a + x) — a 
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= x, y las parejas iguales a (a,a + x) se comportarán de modo muy 
semejante a a ~ (a + x) = ~x. 

Esta es la motivación para nucstras consideraciones. A continuación 
empecemos con un tratamiento formal de los símbolos (a, b), donde 
a y b son enteros positivos. 


Definición de igualdad 

La igualdad (a,b) = (c,d) se cumple si y solamente si a + d = 
hb 4 e. Aunque éste no es el concepto ordinario de igualdad, como iden- 
tidad, se demostrará que tiene las propiedades usuales de la igualdad. 


Teorema 1. La igualdad (a,b) = (c,d) es: 


1. Reflexiva: (a,b) = (a,b). 

2. Simétrica: si (a,b) = (c,d), entonces (c,d) = (a, b). 

3. Transitive: si (a,b) = (c,d) ysi (c,d) = (e, f), entonces (a,b) 
= (ef). 





Estas propiedades se demuestran rápidamente a partir de la defini- 
ción de igualdad y las propiedades de los enteros positivos. Puesto que 
a + b=b + a, s cumple la propiedad 1. Si a + d= b + c, entonces 
e+ b= d + a y se cumple la propiedad 2. En la propiedad 3 se desca 
probar que a + f =b +e, dado que a+ d=b+eyerf=d+e. 
Ahora, (a + d) +] = (b +e) +f =b+ (e +f) =b + (d e). Por 
lo tanto, (a +f) +d = (b +e) +d y de aqui, de acuerdo con la ley 
de cancelación para los enteros positivos, a + f = b +e. 

Cualquier relación entre pares de elementos, tales como la igualdad 
anterior de parejas de enteros positivos, es decir, reflexiva, simétrica y 
transitiva, recibe el nombre de relación de equivalencia. Nótese que esta 
relación de equivalencia o igualdad, separa el conjunto de pares de ente- 
ros positivos en clases de pares mutuamente exclusivas tales que dos 
miembros cualesquiera de una clase son equivalentes o iguales, mientras 
que miembros de clases diferentes son no equivalentes o desiguales. Un 
entero se define como una clase de pares equivalentes. Así, por ejemplo, 
posteriormente se definirá el entero 2 como la clase de todos los pares 
equivalentes a (3,1) y el entero —2 como la clase de todos los pares 
equivalentes a (1,3), Nótese que, conceptualmente, existe una diferencia 
entre el entero positivo 2 y el entero 2. Posteriormente, regresaremos a 
este punto, pero, por el momento, continuaremos con el tratamiento for- 
mal de los enteros como clases de pares de enteros positivos. 


18 / Algebra superior 


Definición de adición y multiplicación 
Se define * la suma 
(a,b) 4- (ed) 5 (at ebudi 
y el producto 
(a,b) (e, d) = (ac + bd, ad + be). 
Estas definiciones de suma y producto de dos parejas (a,b) y (c,d) 
realmente son definiciones de suma y producto de la clase de pares que 
contiene a (a, b) y la clase de pares que contiene a (c, d). Porque pode- 
mos sustituir cualquier pareja (a', 5^) — (a, b) y cualquier pareja (e, d") 
= (e, d) en las definiciones anteriores y obtener una pareja 
(a +e, b + d) = latab td) 
y una pareja producto 
(ate + bd ad + b'et) = (ac + bd, ad + be). 
Por ejemplo, si (4,0) = (a,b) y (0, d') = (c,d), s tiene a’ +b = 
VU+acd+d=d' +e y de aquí 
(e +e) + (btd) = (V +d) + iate). 
En consecuencia, 
(a^, i) ^ (6, d) 7 (al eM d) m (ateb +d). 
Mediante una manipulación un poco más complicada, también pue- 
de probarse que. (a^, b^) + (e, d') = (a,b) * (c, d). Por lo tanto, las defi- 
niciones de suma y producto de dos parejas (a, b) y (c, d), determinan 
dos clases de parejas, las clases suma y producto, las cuales están deter- 
minadas por las clases que contienen (a,b) y (c, d). Por lo tanto, se 
ha definido la suma y el producto de dos enteros. 
Se demuestra fácilmente que la adición y la multiplicación de enteros 
obedecen las leyes conmutativa, asociativa y distributiva. Por ejemplo, 
la ley distributiva puede probarse de la manera siguiente: 


(a, b) [(c, d) + (e, f)] = (2,5) (c e d + f) 
m (afe + e] + bid + f), dd +f] + bie + el) 
= (fac + bd) + [ae + bf), [ad + be) + [af + bel) 
= (ac + bd, ad + be) + (ae + Df, af + be) 
= (a, b) + (c, d) + (a, b) (e. f. 
* Por nuestra motivación para 


supuesto estas definiciones descansa «n 
las identidades del Algebra elemental: (a — b) + (e — d) = (a + e) — (b +d) 
y (a — b) (e — d) — (ec + bd) — iad + be). 





Enteros / 19 


Nótese que en la demostración anterior no solamente se aplicaron las 
definiciones de las nuevas adición y multiplicación, sino también las pro- 
piedades asociativa, conmutativa y distributiva de los enteros positivos. 
Las demostraciones de las otras leyes se dejan al estudiante. 


Ejercicios 
Probar que la adición de los enteros es conmutativa. 

- Probar que la multiplicación de los enteros es conmutativa. 
Probar que la adición de los enteros es asociativa, 
Probar que la multiplicación de los enteros es asociativa. 


Ahora vamos a investigar más detenidamente las parejas (a,b) res- 
pecto de la relación de orden entre los enteros positivos a y b. Recorde- 
mos que a=b, 0 a>b, o a< b, Por tanto, cualquier pareja (a, b) 
puede escribirse como (a, a), o (x,+ b,b), o (a,x + a). 

Primero se considerarán las propiedades de las parejas (a,a). Se 
observa que (a, 2) — (b, b). Además, si (a,a) = (b, c), entonces b — e 
porque, de acuerdo con la definición de igualdad, a + c = a + b. Ash, 
aquellas parejas en las cuales ambos enteros positivos son iguales, deter- 
minan una clase que puede representarse por la pareja (a, a) pero que 
es independiente del entero a particular, Esta clase recibe el nombre de 
entero cero y se representará por cualquier pareja en la que ambos ente- 
ros positivos son iguales. 


Propiedades del cero 


Para toda pareja (x, y), 


(xy) + (aa) = (x;y) 
y 
(x,y) * (2,2) 7 (a, a). 
Estas dos propiedades se deducen inmedi liatamente a partir de las defi- 
niciones, porque 
(5 y) t (a a) — (x ay a) 9 (ny) 
y 
(x, y) * la, a) = (ax + ay, ax + ay) = (a,a). 
La primera propiedad mencionada se caracteriza frecuentemente diciendo 
que el cero es una identidad para la adición, 
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7:ENTEROS POSITIVOS COMO 
SUBCONJUNTO DE LOS ENTEROS 


Ahora necesitamos definir una correspondencia biunivoca entre dos 
conjuntos de símbolos. Se dice que existe una correspondencia biunivoca 
entre los elementos de un conjunto A y los elementos de un conjunto B 
si los elementos de los dos conjuntos pueden parearse de modo que a 
cada elemento de A le corresponda un y solamente un elemento del 
conjunto B y si cada elemento de B es el correspondiente o imagen de 
un y solamente un elemento de A. Por ejemplo, existe una correspon- 
dencia biunívoca entre el conjunto de sillas de un salón de clase y el 
conjunto de estudiantes, si existe una silla para cada estudiante y si existe 
un estudiante para cada silla. 

Consideremos ahora las parejas (x + b, b). Se observa que (x + b, b) 
7 (x t e, «). Además, (x ^- b, b) — (y -F e, c) solamente si x= y. De 
aqui que todas las parejas (x -+ b,b) representan solamente un entero 
determinado, donde x es fijo y b es cualquier entero positivo. Por lo tanto, 
podemos establecer una correspondencia biunívoca entre las clases repre- 
sentadas por las parejas (x, + b,b) y los enteros positivos, de la manera 
siguiente. Denotaremos la correspondencia escribiendo 


(x t b b) e» x. 


Por lo tanto, a cada clase representada por (x + b,b), donde x es fijo, 
le asignamos el entero positivo x, y a cada entero positivo x le asignamos 
la clase representada por (x + b,b). Ahora, si 


(z + b,b) ez y ly + ec) ey, 


(rb b (y*too)-(ytbtobkoeorcry* 
y 
(+b,b) (y +c,c)= 
(ay + ze + by + be + be, ze + by + be + be) +> zy. 


Una correspondencia biunivoca de este tipo en la cual se conservan la 
adición y la multiplicación se llama iomorfismo. Asi, se ve que las clases 
de parejas (a, b) para las cuales a > b, pueden considerarse simplemente 


ya no indicaremos por medio de paréntesis el uso 
de tiva org y gd para los enteros positivos. Ahora está claro 
de ni pa 
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como simbolos diferentes para los enteros positivos ya que tienen las 

mismas propiedades que los enteros positivos, Por ejemplo, entonces, el 

entero positivo 2 corresponde a la clase de todas las parejas equivalentes 

a (241,1) — (3, 1). Ahora se verá que, aunque el entero positivo 2 

no es idéntico al entero 2, se tiene entero positivo 2 «» entero 2. 
Resumiendo, se ha demostrado el teorema siguiente: 


Teorema 2. Las clases de parejas (a,b), con a > b, son isomorfas 
para los enteros positivos. 


Ejercicios 


Ll. Sca A cl conjunto de los enteros positivos y B el conjunto de los 
positivos pares. ¿La correspondencia m €» 2, cuando s es un entero tero positi 
es una correspondencia biunivoca? ¿Se conserva bajo la adición? ¿Bajo la 
multiplicación? 

2. camo dt usan 2:2 d cju da Jes minit sofivos 

La correspondencia n «- n", cuando w cs un cntero, es una 
biunivoca? ¿Se conserva bajo la adición? ¿Bajo la multiplicación? 

s. Dha qua la din de penjos (a,b) con a>b no es isomoría para los 
enteros positivos. 


E 


8 + ENTEROS NEGATIVOS 


Hasta el momento, por medio de nuestros nuevos símbolos (a,b) 
sólo se ha presentado esencialmente un nuevo número, a saber, el cero. 
Entonces, el tercer tipo de parejas (a,b), con a < b, representan nú- 
meros diferentes al cero y a los enteros positivos. Estos números pueden 
escribirse en la forma (a,x-F a), y como en el caso de las parejas 
(x + b,b), por medio de las parejas (a, x + a), donde x es fijo y a 
es cualquier otro entero positivo, solamente se representa una clase deter- 
minada o entero. A estas clases de parejas se les dará el nombre de 
enteros negativos. Por ejemplo, —2 puede definime como la clase de 
todas las parejas equivalentes a (1,2 + 1) = (1,9). 

Así, se ha extendido nuestro sistema de numeración. Puesto que un 
subconjunto de las clases de parejas de enteros positivos puede identifi- 
cane con los enteros positivos, se dice que los enteros positivos han que- 
dado incluidos en el sistema de enteros Además, ahora puede encontrarse 
una solución x en el sistema de enteros para la ecuación a +x= b, 
donde a y b denotan enteros. Primero se demostrarán las siguientes leyes 
de cancelación. 
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Teorema 3. Si (a,b) + (c,d) = (a,b) + (e,f), entonces. (c, d) 
* (e. SE (xy) (ab) 9 (y) (ed) y Gy) se (z2), entonces 
(a,b) 7 (e, d). 

La ley de cancelación para la adición se demuestra fácilmente 
aplicando la ley de cancelación para los enteros positivos. Se tiene 
(a ^ e, b ^ d) 7 (a e b  [). De aquí que a-F e -- b -- f[— b d-d 
+a +e. Por lo tanto, (c +f) - (a ^ b) — (d e) -- (a- b),e f 
= d + e y se tiene (e, d) — (cf). 

Para probar la ley de cancelación para la multiplicación, primero 
supóngase que (x, y) representa un entero negativo y sea yz x dz. 
Entonces (xx +2): (a,b) = (x,2 +2): (c,d). Efectuando la multi- 
plicación y aplicando la definición de igualdad y, finalmente, las leyes 
de cancelación para los enteros positivos, se tiene el resultado descado 
b +e= a+ d. La demostración cuando (x, y) representa un entero po- 
sitivo cs semejante. 


Teorema 4. La ecuación (a,b) + (x,y) = (c,d) tiene una solución 
única. 

Nóteso que (a,b) + (e+b,d+a)=(a+c+b,b+d+a) = 
(e, d). De aqui que (c + b, d + a) es una solución. Ahora, sea (u, y) 
una solución cualquiera. Entonces, (a,b) + (e + b, d +a) = (a,b) + 
(u,v) y, de acuerdo con la ley de cancelación para la adición, se tiene 
(umv) = (ce bd a). 

La solución (x,y) = (e +b, d +a) se conoce como la diferencia, 
(e, d) — (a, b), y la operación de encontrar esta diferencia se llama 
sustracción, En particular, la solución (x, y), de la ecuación (a,b) + 
(y) 9 (z, 2), es (z,z) — (a,b) = (2+b,2+ a) = (b,a). Este núme- 
ro se denotará por — (a, b) y —(a, b) se conoce como el inverso aditivo 
de (a, b). 

Ahora que se han establecido las propiedades básicas de los enteros, 
ya no es necesario utilizar la notación de parejas de enteros positivos. 
Se escribe 0 para la clase de parejas equivalentes a (1,1), +1 para la 
clase de parejas equivalentes a (2,1), —1 para la clase de parejas equi- 
valentes a. (1, 2), etc. Como una simplificación adicional se escribe 1 por 
+ 1,2 por + 2, ete., y, si se denota un entero cualquiera por y, su inverso 
aditivo se denota por —y. Así, si y — +2, —y= —2, mientras que si 
y=-2, -y= +2 

Hemos visto que las operaciones de adición y multiplicación de los 
enteros son conmutativas y asociativas, y que la multiplicación es distri- 
butiva respecto de la adición. La ley de cancelación para la adición se 
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cumple en la misma forma que para los enteros positivos, La ley de can- 
celación para la multiplicación se cumple con una ligera modificación: 
si a, b y x son enteros, ax = bx implica a = b solamente si x740. 

Ahora pueden probarse muchas de las propiedades conocidas de los 
enteros, aplicando las propiedades representativas de las clases que de- 
finen los enteros. Por ejemplo, para probar que, si y es un entero cual- 
quiera, —(—y) = y, se considera que (a,b) representa a y. Entonces, 
— (a, b) = (b, a) representa —y y — (b, a) = (a, b) representa — (y). 
De aquí que —(—y) = y. 


Ejercici 
1. Completar la demostración del teorema 3. 
2. Probar las afirmaciones siguientes para los enteros x, y y £: 





a (a) ly) > 1) D. (—a)y xl 
e =le +y) = (~a) + (=y) de =ne 
e ely —£) m= aym as t. n +i) mre 


3. Probar que los enteros negativos po son isomoríos para los enteros positivos. 
4. Probar: Si x y y son enteros y xy — Ô, entonces x = 0 o bien y — 0, 
5. Probar por inducción para Jos enteros positivos n: 


a 14344 (2-1) 0", 

b. 1454- (4n — 3) — n(2n — 1) 

e Pob acoso (28 — 1)! (S! — 1). 

d 24242442 1). 

e 1:242.0 4 3.2 c a2 e (n — 1)2% 4 2. 


9: DESIGUALDADFES 


A continuación se definirán las desigualdades entre los enteros en 
términos de los enteros positivos, Se dice que el entero a es menor que 
el entero b o que el entero b es mayor que cl entero a si y solamente si 
b — a es un entero positivo. Se escribe a < b o b > a. Así, por ejemplo, 
—5« —3 y —3 > —5 puesto que —3 — (—5) —2 es un entero posi- 
tivo. Partiendo de la definición pueden demostrarse las siguientes propie- 
dades de los enteros: 

1 Siae<byb<c, entonces a< e. 

2. Sia<b, entonces a+ ce<b+c. 

3. Sia« b y c 7 0, entonces ac & be. 

4. Sia b y c « 0, entonces ac > be. 

Por ejemplo, si a < b y b < c, entonces b — a y c — b son enteros 
positivos. De aquí que (b — a) + (e — b) = e — e es un entero positivo 
y se concluye que a « c 
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Valor absoluto 


Para un entero dado a se tiene a = 0, 0 a > 0, o —a > 0, Asi, se 
define el valor absoluto de a:jaj = 0, o a, o —a, de acuerdo con que 
se tenga 4 7 0, 87 0 o —a 2 0. Las dos propiedades del valor ab- 
soluto que se necesitarán son 


laj- |b] = lab] y la + b] < Ja] + Jbl, 


y pueden demostrarse fácilmente mediante una consideración sobre las 
diversas posibilidades para a y b como enteros positivos o negativos o 
cero, Como un ejemplo, se probará la segunda desigualdad. Si tanto a 
como $ son positivos o ambos negativos, o si por lo menos uno es cero, fá- 
cilmente se ve que se cumple el signo de desigualdad. Si a es positivo y b 
es negativo se tiene |a| =a y |b| = —b. Entonces, si a +b cs nega- 
tivo, ja + b| = — (a + b). Pero, puesto que a es positivo, — (a + 5) 
=-a—-b<a-—b= la] + |b]. Si a+b es no negativo, je + b| = 
a-Fb ya b«a-— b. Si a es negativo y b es positivo simplemente 
se intercambian los papeles de a y b. 


Ejercicios 

1. Probar que, si a, b y e son enteros, entonces: 
a Sia<b, entonces a+e<b+e 
b. Sieb y c2 0, entonces ac < be, 
€ Sia<bye<o0, entonces ac > de, 


Probar que |a]. |ò] = Jab] para todos lor enteros a y b. 

Si x y y son enteros tales que xy — 1, probar que x = y == | o x= y= =i, 

DUM. MC NIU qu JUN n NTETE Tel 
n. 

Probar por inducción que para todos los enteros positivos n, 2° >a 


Bosw 


10: DIVISION DE. ENTEROS 


Hemos visto que el conjunto de los enteros es cerrado respecto de 
la adición, la sustracción y la multiplicación. Sin embargo, el conjunto 
de los enteros no es cerrado respecto de la división, definida de ia 
manera siguiente; 


Definición de división 


Se dice que un entero a es divisible por un entero hb si existe un 
entero e tal que a= be. Se escribe b|a y se dice que b es un divisor 
de a y que a es un múltiplo de b. 
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Se observa que la relación de divisibilidad es reflexiva y transitiva. 
Porque aja y, además, si a|b y b|c, entonces existen los enteros x 
y y tales que ax — b y by- c, de modo que (ax)y= a(xy) = hy 
ze y ale. 


Asociados 

Dos enteros a y b diferentes de cero se llaman asociados si tanto 
a|b como b|a. Puesto que a — bc y b 7 ad,a * ade. Aplicando la 
ley de cancelación para la. multiplicación de — 1 y de aquí que d = 1 
o—lyc? 10 —1. Por lo tanto, los únicos asociados de a son a y —a. 
Unidades 

Un asociado del entero 1 se llama unidad. De aquí que las únicas 
unidades son 1 y —1. 
Primos 


Un entero f diferente de cero es un primo si no es 1 ni —1 y sí 
solamente sus divisores son 1, —1, p y —p. 


4. Probar: Si alb y ale, entonces a| (b 4 c). 
5. Sibla y «40, entonces |b] < Ja. 
6. Si bla y le] < jbl, entonces a — 0. 


Teorema 5. El algoritmo de la división. Dados dos enteros a y b 
con b 2» 0, existe un par único de enteros q y r tales que a = bq +r, 
donde 0 € r € b. 

Para motivar la demostración consideremos a los enteros distribui- 
dos sobre una recta donde todos los múltiplos posibles, bq, de b, forman 
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un conjunto de puntos igualmente espaciados sobre la recta, como se 
muestra a continuación: 


X X -b 0 b 25 3» 


Es evidente que el punto que representa a a debe encontrarse en uno 
de los intervalos determinados por estos puntos. Supóngase que se en- 
cuentra en el intervalo entre bg y b(g +1) (excluyendo el punto de la 
derecha), Entonces a — bq — r, donde r representa una longitud más 
corta que toda la longitud del intervalo y, por lo tanto, 0 < r < b, tal 
y como se afirmó. 

Ahora procederemos a desarrollar una demostración algebraica basada 
en este punto de vista geométrico. Por tanto, consideremos el conjunto 
de enteros a — bx. Este conjunto contiene, por lo menos, un entero no 
negativo, a saber a — (—Ja[)b, Porque si b 0, b>1 y —lelb < 
cll S a. Por lo tanto, cl conjunto contiene a cero o a un entero pox. 
tivo lo menor posible. Sea este entero no negativo T a — bq. Ahora, 
t20 y, si r2 b, entonces OSr—bTa—bq—bza-— (q--1)b 
«^, conclusión contraria a la forma en que se escogió r, Por lo tanto, 
se ha establecido la existencia de los enteros y y q deseados. El entero p 
recibe cl nombre de residuo y el entero q el de cociente. Para probar la 
unicidad de q y v, supóngase que existe un segundo par de enteros q' y r 
tales que = bg! +, donde 0< 7 « b. Entonces bgd +r = bq +r 
y Y —r= (q — q/)b lo que implica que b divide a f — r. Pero |z — 7] 
<b. De aqui que / —5 — 0 Y, puesto que b0, g'— q = 0. 


Máximo común divisor 


Un entero d es el máximo común divisor de dos enteros a y b si 
da y d|b y, si c es cualquier divisor común de a y b, c|d. Ea f&cil 
ver que, si a, o b, es cero, entonces el entero diferente de cero es un 
máximo común divisor. Si tanto a como b son cero, definiremos el cero 
como el máximo común divisor. Además, obsérvese que, de acuerdo con 
la definición, dos máximos comunes divisores cualesquiera de dos enteros 
diferentes de cero deben scr asociados. De aquí que, si dos enteros dife 
rentes de cero, a y b, tienen un máximo común divisor, entonces tienen 
un máximo común divisor positivo que denotaremos por (a,b) y lla- 
maremos el m.cd.; por ejemplo, (9, 12) = 3, 


Teorema 6. El algoritmo euclidiano. Dos enteros cualesquiera, di- 
ferentes de cero, a y b, tienen un máximo común divisor porítivo. 





como b son positivos. Escribiremos a = bg + r, 0Ér<b, Si r=0, 
entonces b es el med. de a y b, Si 740, se demostrará que (8,6) = 
(5, r). Sea d= (a, b) y d= (hr). Ahora, d divide a a y b, y de 
aquí que d divide a a — bg =r y es un divisor común de b y 7. Por 
tanto, d|d’. En forma semejante, d' divide a b y r y, por lo tanto, de 
divide a hg + r = a y es un divisor común de æ y b, De aqui que d| d. 
Por lo tanto, d'= d' y el problema de encontrar el máximo común di. 
visor de a y b se ha reducido al de encontrar el máximo común divisor 
de b y r. 

Ahora, al aplicar el algoritmo de la división a b y r, obtenemos 
bartan 0€n«rSi Di — 0, r es el med. de b y r. Si n0, 
(b, r) = (r,r), y el problema de encontrar el md. de b y r se ha re 
ducido al de encontrar el med. de + y rı. Continuando en esta forma 
se obtienen las siguientes igualdades: 


abor, 0<r<b, 
b = rg + ry 0cncr, 
Fm hs e Ty OCR 
h= rga + y. 0ocnzn 


n= ugus tiun O< Tyry 


Ya que los 7, forman un conjunto decreciente de enteros no negativos, 
debe existir un ray igual a cero, De aquí que 

Faa = Teaqs ru, 0c rn «rs 

Tot 75 fadus 
Ahora, (a,b) — (br) — (s) 9 (rur) = fa. Por lo tanto, 
el máximo comán divisor de a y b es r,. 


Teorema 7. Si d— (a,b), existen los enteros m y n tales que 
d= m+ nb, 

Este teorema puede probarse expresando los residuos sucesivos ry, 
obtenidos mediante el algoritmo euclidiano, en términos de a y b, tal 
y como se indica a continuación: 

r7 a—bq + (—g)b, 
n=b- rqu =b= (a— bq)q,= (—q)e+ (14 99:)b, etc. 
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Puede realizarse una demostración general por inducción. Se denota 
* por fe y q por q». Ahora se supone que r¡ = mya +mb, donde 
my y m, son enteros, para todos los enteros no negativos j < k. Se ha 
comprobando que esta ecuación se cumple para j — 0 y j= 1. Enton- 
ces, se tiene ? 


1” Tra — Maga (de acuerdo con el algoritmo euclidiano) 


7 myaa c mab — (ma + my1b) qx (de acuerdo con nuestra hi- 
pótesis de inducción) 
= (Moo — Maru) a d (nie — maqi)b, 


y se completa la demostración. Por lo tanto, r, puede expresarse como 
una función lineal de a y hb con coeficientes enteros. 


Ejzwrto: Encontrar el 4L de 
iia ee be ee me 595 y 252 y expresarlo en la forma 


595 = 2-252 + 91, 
252 — 2-91 4 70, 
91 — 1-70 4 21, 
70 — 3-21 « 7, 
21-37. 


De aquí que (252, 595) — 7. Para encontrar m y m es conveniente empezar con 
el último residuo diferente de cero. Por lo tanto (subrayando los residuos 
y 595, para no perderlos de vista) : T > i 


-7- 
72-3001 -1::0» 24:9 3 
= 4282 —2-91) -3-91 A 


—11(995 — 2 252) + 4-252 = 26-252 + (—11)595. 


Obsérvese que m y n no son únicos, Por ejemplo, 
Te (26 + 395)232 — (11 + 252)595 — 621 -252 + (—263)595. 


Ejercicios 


Encontrar (294,273) y expresarlo en la forma 294m + 273n de dos mane 
Encontrar (163,34) y expresarlo en la forma itu t. 44) di di sema 
Encontrar (6432, 132) y expresarlo en la forma 132m + 6432n. 

Encontrar (3456, 7234). 

Probar que si m >O, (ma, mb) = mla, b). 

Probar que [(a, b), e) =— [e, (b €)] — ((a, €), b]. 

Probar que si (a, m) — (b, m) == 1, entonces (eb, m) — 1. 

Probar que si (a, €) — da! b y e| b, entonces ac ! bd. 


aro. 
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12 : FACTORES PRIMOS 


Teorema 8. Si p es un primo y si p|ab,a y b enteros, entonces 
plaopib. 

Puesto que fp es primo, sus únicos divisores son 1 y =p. Por lo 
tanto, si $ no divide a a, el m.cd. de a y p es 1. De acuerdo con el teo- 
rema anterior, existen los enteros m y n tales que 1 = ma + np. Ahora, 
b = mab -- npb. Puesto que p es un factor del segundo miembro de esta 
ecuación, por definición, divide a b y queda demostrado el teorema. 


Corolario. Si p es primo y divide al producto de los enteros aya 
^ae, entonces p divide a uno de los enteros ai. 


Aplicando repetidas veces el teorema precedente, se llega inmedia- 
tamente a este resultado, 

prrmición. Si (a,b) = 1, se dice que los dos enteros a y b son 
primos relativamente. 


Teorema 9. Si (a,b) = 1 y si b] ae, entonces b|c. 


La demostración es semejante a la demostración del teorema prece- 
dente, ya que por hipótesis existen Jos enteros m y n tales que 1 = ma 
+ nb, se concluye que ¢ = mac + nbe, 


Teorema 10. Teorema de la factorización única para los enteros. 
Todo entero a, la] > 1, puede expresarse como una unidad multiplicada 
por un producto de primos positivos. Esta representación es única ex- 
cepto por el orden en que se presentan los factores primos. 


Sea a el entero que se factoriza. Si a es primo, el entero ha sido 
representado de acuerdo con el teorema, Por lo tanto, sea a un entero 
compuesto, es decir, ni unidad, ni primo. Ahora, supóngase que el teo- 
rema es verdadero para todos los enteros menores que |a|. Puesto que 
a es compuesto, |a| = |b] |e], donde |b] y Jel son enteros menores que |a!. 
De aquí que, aplicando la hipótesis de la inducción, || 7 ts ^ 
y l| = q:9=*** qu donde p, y gy son primos positivos. Asi 


lal 7 Jb] Je = hist de 


y queda por demostrar que la representación es única excepto por el 
orden en que se presentan los factores primos. Supóngase que existiera 
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una segunda factorización a= pp, :- p’. Entonces. pps pf = 

Pipa" Pqug*** qu. Ahora, de acuerdo con el corolario anterior, p," 

vide a uno de estos primos, digamos Pi; y de aquí que fj — py. Por 
. | 7n Im je e n qe 


Aplicando el mismo razonamiento un número finito de veces, a estos 
productos iguales, se obtiene v = s + t y, en consecuencia, una factoriza- 
ción única de jaj y, por lo tanto, de a. 
Nótese que el teorema no excluye la presencia de i i 
primos iguales. 
De aquí que el entero puede escribirse 


aS EMAA p, donde 1< pi < ALL pa 


y se ha demostrado que tanto los exponentes a; como los primos están 
univocamente determinados. 


Ejercicios 

M. Thorar el teorema de la factorización única para los enteros 576, —321 
Y d A 

2 


¿Qué puede concluirse acerca del med. de bod exi 
x y y tales que. ax 1)? i and y T SA 
Si d= (a,b), a — aul, b — bd, entonces (a, bi) = L 
Si (a,b) =1 y aje y ble, entonces ab |e. 
eS e 7m'— w' es una ecuación imposible en los enteros cuando 
m,n) = 1. 
Pandi entonces (a b,a—5) 261 

*,d) — L entonces. (e*, d) —1, donde m es un ente ti 
Poker que el número de primos es infinito. Fria rd 
lúmero de primos es finito y forma: ... tonces 
ü Pa e. soso 2 s Piny PM ES 
P imper rar que 2* + 1 en divisible entre 5 cuando m es un entero positivo 
10. Act 1 E = Lar do entre 3 cuando m cs un entero posi- 





pna prp 


13 - CONGRUENCIAS 


DEFINICIÓN. Se dice que dos enteros a y b son congruentes módulo 
en un entero positivo m sì y solamente si existe un entero k tal que a — b 
= km. Nótese que esta definición afirma simplemente que m divide 
a a — b, Se escribe ace b (mod m) y m recibe el nombre de módulo 
$ h peni Por ejemplo, 7» 15 (mod 4), porque 7 — 15 — 
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Teorema 1. La relación, congruencia módulo m, e: 


|, Reflexiva: a== a (mod 1). 
si aw b (mod m), entonces b sa (mod m). 

3, Transitiva: si a b (mod m) y bsc (mod m], entonces asc 
(mod m). 





Estas propiedades se deducen inmediatamente a partir de la defini- 
ción de congruencia. Por ejemplo, la propiedad transitiva puede de- 
mostrarse de la manera siguiente: Puesto que a — b — km y b — ¢ = nm, 
w obtiene a — e = (k + n)m al sumar, y éste es el resultado deseado. 

Es de esperarse, con base en este teorema que, en muchos aspectos, 
las congruencias se comportan como igualdades. Esta semejanza queda 
ilustrada en los tres teoremas siguientes. 


Teorema 12. Si amb (modm), entonces a+ xo=b+x y axes 
bx (mod m) para todos los enteros x. 


Como en el teorema anterior, la demostración es inmediata a partir 
de la definición y, en consecuencia, se deja al estudiante. 


Teorema 13. Si amb y c==d (modm), entonces a +cmb+ 
d,a — cob — d y acss bd (mod m). 


Cada una de estas afirmaciones puede demostrarse directamente a 
partir de la definición. Sin embargo, la última se demuestra en forma 
más sencilla aplicando la segunda parte del teorema 12 y la propiedad 
transitiva de las congruencias, de la manera siguiente: ac== be y bc 
bd (mod m) y, por lo tanto, ac s hd (mod m). 


Teorema 14. Si casmcb (mod m) y d — (cm), de modo que 
m = dw, entonces a= b (mod w). 

Ahora, e = dv y m = dw, donde (n, w) = 1. Además, dw | c(a — b) 
y de aqui que w| vla — b). Asi, puesto que (v, w) = 1, w|] (a — b). 
Si d = 1, se obtiene el siguiente teorema: 


Teorema 15. Si cawm=cb(modwm) y (c,m) = 1, entonces a==b 
(mod. m). 


Una definición alternativa de la congruencia, de gran utilidad, se 
incorpora en el teorema siguiente. 
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Teorema 16. amb (mod m) si y solamente si a y b dejan el mis- 
mo residuo cuando se dividen entre m. 


Si as b (mod m), entonces b=a= km. Sea a=mq+r,0<r 
<m. Ahora, b=atkm=mg+r+km= (q+ k)m+r con lo 
que se establece que r es el residuo cuando se divide b entre m. Por 
otra parte, si a=mg+ryb=mq+r,0<7<m, entonces a— hb 
= (q — qu)m y amb (mod m). 

Por lo tanto, cualquier entero a es congruente módulo m a su residuo r. 
De aquí que, de acuerdo con la propiedad transitiva de las congruencias, 
puede sustituirse y por a en cualquier congruencia módulo m. Por ejem- 
plo, si 313x == 7 (mod 10), entonces 3x1 7 (mod 10) es una proposi- 
ción equivalente, porque 313 w= 3 (mod 10) y 313x =s 3x (mod 10). 


Ejercicios 

Completar la demostración del teorema 11. 

Probar el teorema 12, 

Sarpin ja deminción dd wem 13, 

Encontrar. enteros positivos menores módulo 7 LE 

sponda jn Start 33, SIR y 22-31, "e SIN TORUM 
ontrar el menor entero positivo módulo 11 t congruente 

el producto 3-7-+13-515-23, EIN 

. Encontrar los enteros positivos menores módulo 5 los cuales 
gruentes las potencias 3, Y, 31, 3%, n ipid 

7. Encontrar el menor entero positivo módulo 7 para el cual es congruen- 

B. Si M= 2 (mod8), citar los teoremas ibi 
(mod 4), Gz m12 (mad B) y Srm 1 (mad). "nm cribir Tel 

9. Si m es un entero, entonces m* Z2 0 6 1 (mod 4). 

10. Confirmar que todo entero positivo puede expresarse de la manera siguiente: 


AlO H aat + l0 4a, 


a p supo 


donde a, son enteros comprendidos entre O y 9. De 
positivo es divisible entre 9, la muma da m digitos es diago ca patero 


14 + CONGRUENCIA LINEAL 


A continuación se discutirá la congruencia lineal ax um b (mod m). 
Nótese que, si x, es una solución, es decir, ax ma b (mod m), entonces 
cualquier Otro entero x, == x, (mod m) también es una solución ya que 
se ene ax,sx ax, sm b (mod m). Generalmente se toman los enteros 
en el intervalo 0 < x< m como representativos de las soluciones. 
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Teorema 17. La congruencia ax = b (mod m) tiene una solución si 
y solamente si el máximo común divisor d de a y m divide a b. Si d 
divido a db, la congruencia tiene exactamente d soluciones incongruentes 
módulo m. 


Considérese que ax sb (mod m) tiene una solución xi. Entonces 
ax, — b — km y d — (a, m) necesariamente divide a b. Ahora, dado 
que d divide a b, se pretende obtener las soluciones de la congruencia. 
Puesto que d = (a,m), existen los enteros x, y y, tales que ax, + my, 
= d, Ahora, b = bad, y multiplicando la expresión linca] para d por bi, 
se tiene a(x,b,) -- m(y,b,) — db, — b. Por lo tanto, x,b, es una solu- 
ción de la congruencia axsm b (mod m). 

Falta por demostrar que existen d soluciones incongruentes módulo 
m. Ahora, m = md y a = ad. De aqui que una solución x de la com- 
gruencia ax zx b (mod m) también es una solución de la congruencia 
axem b, (mod m,) y recíprocamente. Dos soluciones cualesquiera de 
a,x =a b, (mod m) son congruentes módulo s. Esto es, sean xe y ti 
dos soluciones cualesquiera. Entonces a,x, == b, e== a,x, (mod m,) y, pues- 
to que (0,,m,) = 1, x, mx, (mod m,). De aquí que todas las solu- 
ciones incongruentes módulo m de ax == b (mod m), se encuentran entre 
los enteros x, + km, Se desea demostrar que el conjunto de enteros 
Xa + km, contiene exactamente d enteros incongruentes módulo m, cuyos 
representantes s0N Xo, Xo + my, xy + 2m,,** +, Xp + (d — 1) m,. Primero, 
estos representantes son todos incongruentes módulo m porque, si xy + 
rim, wz xo F ram, (mod m), donde ri <d y fe <d, entonces rm, == 
rm; (mod m) y nere (modd); pero |n — n| « d y de aquí que 
Mı = re Segundo, todo entero xo + km, es congruente a uno de los re- 
presentantes anteriores porque k = qd + r, donde 0 < r < d, y xe + km, 
= xo + (qd + r)m = x, + rm, (mod m). 

Al resolver cualquier congruente lineal, obsérvese primero si puede 
simplificarse aplicando todas las propiedades de las congruencias que 
se han desarrollado. Por ejemplo, x + 50==39 (mod 7) es equivalente 
a x4+1lm4(mod?7) y de aquí que x==3 (mod7). Asimismo, si 
235x == 54 (mod 7), entonces 4x9 5 (mod 7) y de aquí x» 3 (mod 7) 
En la misma forma, «i 29x w 5 (mod 34), entonces. —5x ex 5 (mod 34) 
y x= —1 (mod 34). 

La congruencia 35x 5» 5 (mod 14) es un ejemplo de una congruen- 
cia lineal sin solución, porque (35, 14) = 7 y 7 no divide a 5. Por otra 
parte, 35x 0 14 (mod 21) tiene exactamente 7 soluciones incongruentes 
módulo 21. En este caso se divide entre 7, obteniendo la congruencia 
5x29 2 (mod 3) que tiene a 1 como la menor solución positiva. De aquí 
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que los representantes de las 7 soluciones incongruentes de 35x 14 
(mod 21) en el intervalo 0 < x < 21 son 1, 4, 7, 10, 13, 16 y 19. 

Si el módulo es un número grande, el proceso del máximo común 
divisor nos capacita para encontrar una solución tal y como se ve en 
la demostración del trorema general. Por ejemplo, en la congruencia 
1ix==2 (mod 317), (317,11) =1 y despejando los residuos en el 
proceso del máximo común divisor, se encuentra que 1=5(317) + 
11(—144). Entonces, 2= 10(317) + 11(—288) y —288 es una solu- 
ción. Se toma la solución positiva menor, 29, como una solución re- 
presentativa, 


Ejercicios 

Encontrar las soluciones incongruentes de las siguientes congruencias: 
L x—322 (mod5). 7. 273% 52 210 (mod 588). 
2, 241224 (mod 5). 0, 66x 528 (mod 79). 

3. 2e 18: 4 (mod 10). 9. 104x = 16 (mod 296). 
4 Se= 2 (mod?) 10. 1185x = 481 (mod 533). 
5. Sle 32 (mod 7). 11. 572% 33 412 (mod 516). 
6. 13x 10 (mod 28). 12. 45x = 24 (mod 348). 


13. Probar que, si p es un primo y ¢ no congruente a O (mod p), entonces ex = b 
(mod p) tiene una solución única módulo p, 

n. Encontrar los enteros x y y tales que 313« 4 45y = 17. 

15. Probar que, s (mmu) = l, entonces las congmuencias x zx b (mod m) 
y x9 c (mod m.) tienen una solución comón x y que cualquier par de 
soluciones son congruentes módulo myms. 


15* CLASES DE RESIDUOS 


Conviene recordar que toda relación entre pares de elementos que 
sea reflexiva, simétrica y transitiva, recibe el nombre de relación de equi- 
valencia. Por lo tanto, la congruencia módulo m es una relación de 
equivalencia entre los pares de enteros, Cualquier relación de equiva- 
lencia entre los elementos de un conjunto separa los elementos en dos 
clases de elementos mutuamente exclusivas, de modo que dos elementos 
cualesquiera de una clase son equivalentes y elementos de clases dife- 
rentes no son equivalentes. Así, se separan los enteros en clases módulo m, 
poniendo en la misma clase a todos aquellos enteros que son congruen- 
tes módulo m. Se obtienen clases m porque todo entero es congruente 
módulo m a su residuo y existen m residuos 0, 1, 2,:*,m — 1. Estas 
clases, llamadas. clases de. reriduos módulo m, son los m conjuntos de 
enteros km, km -- T, km — 2, ^, km *m-1, donde k toma los 
valores de todos los enteros. Estas clases se denotan por Cs Cu Ca =t, 
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+++ Cos, respectivamente. Por ejemplo, si m = 3, C, es el conjunto de 
Medos lcs enteros visibles cutre (3; O, és el cdnfanto de todos I M 
teros que tienen un residuo de 1 cuando se dividen entre 3; y C; es il 
conjunto de todos los enteros que tienen un residuo de 2 cuando se divi- 
den entre 3. f 

La adición y la multiplicación de estas clases de residuos pueden de- 
finirse de la manera siguiente: La suma C + Cy es la clase que con- 
tiene la suma de un entero de C, y um entero de C,. El producto C,C, 
es la clase que contiene el producto de un entero de la clase C, por un 
entero de la clase Cj. Asi, en el ejemplo anterior, Cs + Cs = Ce; 
C, C, 7 €; C, C, €, C, 7-0, Cr; Ci t GSC CGH 
Ca Ci; CoCo = QC, 7 Co; CCa = Cs; CiO; = Cr; y GG 7 6, 

Nótese estas sumas y productos son únicos porque, si a, y al 
son dos meros cualesquiera de Ci, y ey y, 7 son dos enteros cuales- 
quiera de C;,, entonces, puesto que a; == a;' y también amaj, a t 
ama’ + aj y aja; 0 aja) (mod m). A partir de estas definiciones 
puede probarse fácilmente que la adición y la multiplicación de las 
clases de residuos obedecen las leyes conmutativa, asociativa y distribu- 
tiva. Se dejan las demostraciones al estudiante. 


Ejercicios 


. Para el módulo 6: 

A a. Calcular. C;C,, (CCi) C, C( C. 5 Ci), CC + CC 

b. Encontrar las soluciones C, de las ecuaciones Ci 4 C, C, CC m 
Cu Ci + Ca = Cr > 

€ Tiene solución la ecuación C,C, — Cs? 

d. Si C,C, — CC, ¿puede € s MS 

Responder las mismas preguntas para l 

Encontrar una solución C, de la ecuación C, + Ce = Cr para el módulo 

arbitrario m. 

¿la ecuación C,C, — C, tiene siempre una solución C, para el módulo 

rbitrario m? 

Puber qet CC, — C, implica C, — C, 6 C, C, si y solamente si el 

módulo m es primo. 

Probar que: 

La adición de clases de residuos es conmutativa. 

La multiplicación de clases de residuos es conmutativa, 

La adición de clases de residuos es asociativa. : 

La multiplicación de clases de residuos es asociativa, 

La multiplicación de clases de residuos es distributiva respecto de la 

adición. 





a Pp p we 


sens» 
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16: NOTACION POSICIONAL PARA ENTEROS 


Una aplicación directa de las propiedades de la congruencia de los 
enteros es el método usado para representar cualquier entero. Recorde- 
mos que todo entero se representa por medio de una sucesión con signo 
de los diez símbolos 0, 1,2,3,-**,9, (es decir, los residuos módulo 10). 
Esta representación se obtiene en la forma siguiente. Sea a un entero 
positivo, Por medio del algoritmo de la división, el entero a puede es- 
cribirse en la forma a = 10q, + ra O S ra < 10. Si qo = O, ro es cl sim- 
bolo usado para e. Si 9, >0, se aplica otra vez el algoritmo de la 
división a q», obteniendo q. = 107 +110< 1 < 10. Si q, =0,a= 
10r, + ro, y el símbolo para a es rio. Si q, >0, q: = 10q, + 19,0 < 
1<10, Si q =0,a = 10(10r +1) +1, = 10r2 + 101, +7 y el 
simbolo para a es r,r,r«. Si qa > O se repite el proceso, Puesto que los qu 
forman un conjunto decreciente de enteros no negativos, el proceso debe 
cesar en un número finito de pasos. Por tanto 


a = 10%, + 10%7,., + +>>+107, + ro 


y el símbolo para a es r,ry * ^ rry. Esta representación es única porque, 
en cualquier paso, los cocientes y los residuos son ünicos. Es obvio que 
los enteros negativos se representan en la misma forma, pero precedidos 
por un signo menos. 

Es evidente que el proceso anterior no depende del entero 10 en 
particular, llamado base. Cualquier otro entero positivo m (excepto 1) 
puede usarse como base, y el entero a puede representarse por una suce- 
sión de los m simbolos que representan los m residuos módulo m. Por 
ejemplo, podría usarse la base 3 y, entonces, el entero puede represen- 
tarse por medio de los simbolos 0, 1,2. Ya que 15 puede escribirse como 
1:39 +2-3 +0, su simbolo, escrito con la base 3, es 120, Se cumplen 
las reglas para la adición y la multiplicación, pero, por supuesto, deben 
aprenderse nuevas tablas si tienen que realizarse los cálculos con rapi- 
dez. Las tablas de adición y multiplicación para la base 3 son: 
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xjumezo, Sean los enteros 120 y 121 escritos con la hase 3. Encontrar su 
suma y su 





L Encontrar el simbolo para 26 usando sucemvamente la base 2, 3, 4, 5, 9 y 12. 
2 ¿Qué número se representa por medio del símbolo 333, si se interpreta como 
un número escrito con la base 4? ¿Con la base 5? ¿Con la base 9? 

3. Hacer una tabla de adición y otra de multiplicación para la base 5. Encon- 
trar la suma y el producto de 23 y 34 si estos simbolos representan números 
escritos con la base 5. 

4. Un farmacéutico tiene solamente las cinco pesas de 1, 2, 4, 8 y 16 onzas, 
respectivamente, y una balanza de 2 platillos (las pesas pueden colocarse 
ee eire pitika). Danen que praia yaar cualquier cupide: Dai 
31 onzas. 

5. Probar que la suma de los dígitos de cualquier múltiplo de 9 es, a su vez, 
divisible entre 9. 





2 Números racionales, 
reales y complejos 


1- NUMEROS RACIONALES 


En el capítulo anterior se vio que el conjunto de enteros no es cerra- 
do respecto de la división. Ahora se definirán los números racionales y 
la adición y multiplicación de números racionales. Se concluirá que la 
adición y la multiplicación de los números racionales obedecen las leyes 
conmutativa, asociativa y distributiva. Sin embargo, en la adición, el 
conjunto de los números es cerrado respecto de la división. Así como 
se construyeron los enteros usando pares de enteros positivos, en forma 
semejante se construirán los números racionales usando pares de enteros. 
La pareja de enteros se denotará por a/b, con b40. 
Definición de igualdad 

ajb = cjd si y solamente si ad = be. Nótese que esta igualdad no 
es una igualdad idéntica sino que es una relación reflexiva y simétrica, 
lo que es evidente, y fácilmente se demuestra que es transitiva. De aquf 
que es una relación de equivalencia y las parejas de enteros pueden 
separarse en clases, poniendo en la misma clase todas aquellas parejas 
que scan iguales, Un número racional se define como la clase de pare 
jas iguales y se representará por cualquier par de enteros perteneciente 
a la clase que lo define. 

A continuación se examinarán estas clases. Nótese que ma/mb = a/b, 
para todos los enteros m diferentes de cero. Además, si el m.c.d. de a y 
b es m, de modo que a= am y b= b,m, entonces a/b = a,/b,. Ahora, 
si (a,b) =1, la igualdad a/b = e/d nos proporciona ad = be y de aquí 
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que e = ma y d = mb, Por lo tanto, todos los miembros de la misma 
clase son de la forma ma/mb, donde m es cualquier entero diferente de 
cero. En la práctica, si d — (a,b) 7 1, generalmente se sustituye a/b 
por su igual a/b, donde a = ad y b= bid. Por tanto, la clase que 
contiene a a/b puede representarse por a;/b,, donde (a,b,) 9 1. 





Definición de adición 
ad + 


+ 
d bd 


sia 


Definición de multiplicación 


als 
gla 


a 
b 

Con base en nuestra discusión anterior, se observa que, en realidad, 
la adición y la multiplicación de parejas definen una adición y una 
multiplicación de clases de parejas puesto que, si cada pareja se reem- 
plaza por otra pareja igual, se obtiene una pareja que pertenece a la 
clase de la suma o del producto. De aquí que se ha definido la suma 
y el producto de números racionales, 

Aplicando las definiciones anteriores, se verifica fácilmente que la 
adición y la multiplicación de números racionales obedecen las leyes 
conmutativa, asociativa y distributiva. Por ejemplo, la ley distributiva, 
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Identidad para la adición 


Ya que a/b +0/1 =a/b para todo a/b, se dice que 0/1 es una 
identidad para la adición. 


Inverso aditivo 


Puesto que a/b + (—a)/b = (ab — ab) /b^ — 0/1, se dice que 
(—a) /b es un inverso aditivo de a/b. 


Identidad para la multiplicación 
Puesto que (a/b) (c/c) = a/b, se dice que c/c es una identidad para 
la multiplicación. 


Leyes de cancelación para la adición y la multiplicación 

El estudiante puede verificar que se cumplen las leyes de cancela- 
ción para la adición y la multiplicación, es decir, (1) si a/b + c/d = 
ajb + ajf, entonces c/d = ejf, y (2) si (a/b) (c/d) = (a/b) (e/f), a/b 
7^: 0/1, entonces c/d 7 e/f. 


División 


Una pareja a/b es divisible entre c/d si existe una pareja x/y tal 
que a/b = (x/y) (c/d). Se ve fácilmente que esa pareja es (ad) / (be) 
a menos que e = 0. Si c — 0, entonces a = 0 y x/y es cualquier pareja. 
Por lo tanto, cualquier número racional es divisible entre cualquier 
número racional diferente de cero y el conjunto de los números racio- 
nales diferentes de cero es cerrado bajo las llamadas operaciones raciona- 
les: adición, sustracción, multiplicación y división. 


Ejercicios 

L Probar que la adición de los números racionales obedece las leyes conmuta- 
tiva y asociativa. 

Probar que la multiplicación de los números racionales obedece las leyes 
conmutativa y asociativa. 

Probar la ley de cancelación para la adición de los números racionales 
. Probar la ley de cancelación para la multiplicación de los números racionales. 


$n s 


K 


* ENTEROS COMO SUBCONJUNTO 
DE NUMEROS RACIONALES 


Se demostrará que el subconjunto de clases de pares que consiste 
de aquellas clases de parejas de la forma a/1 es isomorfo a los enteros. 
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Puede establecerse una correspondencia biunivoca de la manera siguiente: 
Considérese que la clase representada. por a/1 corresponde al entero a 
e inversamente el entero a corresponde a esta clase, Ahora, si 


dea y Seh, 


a+b 


PAR y «+ ab. 


wj 


-js 
-jo 


ab 
-— 
1 


Ya que la adición y la multiplicación se conservan bajo esta correspon- 
dencia biunivoca, este subconjunto de clases es isomorfo al conjunto de 
los enteros. Puesto que, abstractamente, estos dos conjuntos de entidades 
enteramente diferentes son semejantes, los usaremos como si fueran idén- 
ticos y, en la práctica, se sustituirá el símbolo para un número racional 
de este subconjunto por el simbolo para un entero, 


3 + NUMEROS REALES 


Es evidente que los números racionales no son suficientes para satis- 
facer las necesidades ordinarias. Por ejemplo, la hipotenusa x de un 
triángulo rectángulo cuyos catetos son de longitud unitaria, no puede 
representarse por medio de un número racional porque su cuadrado es 2. 
Si existiera un número racional p/q, con (f, q) 7 1, tal que 4/4 = 2, 
entonces p* — 2g*, pero se vio (ejercicio 5, pág. 30) que una ecuación 
de este tipo no tiene solución en los enteros. Para satisfacer tan obvias 
necesidades, se construyeron los números reales a partir de los números 
racionales. No se darán los postulados que conducen hacia los números 
reales y no se demostrará que los números reales obedecen las mismas 
leyes del álgebra que obedecen los números racionales. Simplemente se 
describirá la forma de obtener sucesiones de números racionales que sean 
aproximaciones a los números reales. 

Necesitamos recordar el significado de la notación decimal para los 
números racionales, El número 3.12, por ejemplo, significa 


ist 
10 10 
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En general, la sucesión de enteros b.4,a0, *** da, donde dà, ^, aV 0n 
residuos módulo 10, significa 


^ de 
ae acusa 
10 IF 19," 


mientras que la notación b.a2,:^4.*** significa que el decimal no 
consiste de una sucesión finita de dígitos. Ahora, cualquier número 
racional puede convertirse en un decimal. Por ejemplo, 32/5 2 6.4. De 
acuerdo con el algoritmo de la división se tiene 32 = 6-5 +2 y, por 
tanto, 6 es la parte entera de la representación decimal. Ahora, multi- 
plíquese el residuo por 10 y se tiene 20 2 5-4. Por lo tanto, cuatro 
es el primero y el último dígito después del punto decimal. En forma 
semejante se encuentra que 1/7 puede representarse por medio del deci- 
mal periódico infinito 0.142857142857 > -> 

Para convertir cualquier número racional no entero e/d en un deci- 
mal, se procede de la misma manera. Es conveniente suponer que € y d 
son positivos. Se tiene c = db + ra donde O < re < d y b es la parte 
entera de c/d, Entonces 10r, = da, + ri, donde 0 < r; < d. Puesto que 
7, € d, lOr, = da, +r, < lOd, y de aqui que a, < 10. Asi, a, es el 
primer digito después del punto decimal. Si r, = 0, c/d = b + a/10 
= bay; pero si n, #0, s continúa obteniendo 10r; = asd + ra donde 
6 v, € d. Ml, c/d = b + a:/10 + a10 + r:/10°d. Si r340, se tic- 
ne para c/d una aproximación decimal b.2,4,; pero si rs = 0, se tiene 
una representación exacta de c/d como un decimal finito. Así, puede 
continuarse en esta forma hasta obtener la exactitud deseada. Si el ná- 
mero no se representa por medio de un decimal finito, se ve fácilmente 
que los digitos en la parte decimal deben repetirse porque existe sola» 
mente un número finito de residuos módulo d. También es posible de- 
mostrar que cualquier decimal periódico infinito representa un número 
racional. Una demostración de este tipo está relacionada, en alguna 
forma o en otra, con la noción de límite y, por lo tanto, cae fuera de 
la competencia del álgebra. Sin embargo, el siguiente ejemplo puede 
ayudar a convencer al estudiante de la plausibilidad de la afirmación 
anterior. Considérese el decimal periódico x= 0.141414+-*. Entonces 
100x — 14.141414 +++ = 14 4 0,141414---=144+x, Ad, 99x=14 y 
x — 14/99. 

Para regresar al problema de construir un nümero x que represente 
la hipotenusa del triángulo anterior se procede en la forma siguiente: 
Se aproxima a x que, generalmente, denotaremos por y$, por medio 
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de números racionales, y se usará la notación decimal, Ahora, 2 se 
encuentra entre 1* y 2* y, por lo tanto, entre dos términos consecutivos 
de la sucesión 


(1.0)%, (1.19%, (1,2)%,+==, (1.93%, 2%. 


Se encuentra (14)? « 2 « (1.5)*. Asi, 2 se encuentra entre dos tér 
minos consecutivos de la sucesión 


(140)*, (141)*, (142), **, (149)*, (1.50)%, 


y se encuentra que (1.41)? « 2 — (142)*, Puede continuarse este pro- 
ceso tanto como se desee, obteniendo una aproximación para V2 por 
madio de decimales con el grado de exactitud deseado, Se dice que 
V2 se representa por el decimal infinito (sin repetición) 1,4142 -- 

Pueda decido que los nilundlos séales comiliten de dos: decimatis lo 
nitos e infinitos, y, a continuación, interpretaremos esta definición geo- 
métricamente. Representemos los enteros por puntos sobre una recta 
de la manera siguiente: Tomemos dos puntos arbitrarios, nombrando 
uno 0 y el otro 1. La distancia entre estos dos puntos se toma como 
unidad de longitud y se establecen intervalos unitarios sobre la recta, 
nombrando los puntos en la forma acostumbrada; 


-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 


Los números racionales, tal y como se aprendió en geometría elemental, 
también pueden representarse como puntos sobre esta recta. Sin em- 
bargo, los números racionales no comprenden todos los puntos sobre 
la recta porque puede considerarse la hipotenusa de un triángulo rec- 
tángulo cuyos catetos son de longitud unitaria y, como se ha visto, 
este punto no puede representarse por un número racional. Puesto que 
existen números diferentes a los números racionales que pueden repre- 
sentarse por puntos sobre la recta, hemos extendido nuestro sistema 
de numeración para incluir estos números y se supone que existe una 
correspondencia biunivoca entre los números reales y los puntos sobre 
una recta. Se dice que los puntos que no corresponden a los números 
racionales, corresponden a los números irracionales, y nuestro sistema 
de los números reales consiste de números racionales e irracionales. 
Falta por demostrar que a cada punto de la recta le corresponde 
un decimal univocamente determinado, finito o infinito. Podemos ha- 


ds gr. TS E CERE 
a intervalo. Por otra parte, si está situado sobre una marca de 
iila L piana a a aria E, 4 o (LUE DE Arbitra- 
riamente se dirá que pertenece al intervalo de la derecha (i,i-- 1) y, 
en las divisiones posteriores que se harán, también se tomará el in- 


Divídase este intervalo en diez partes iguales por medio de los puntos 
de división i -- 1/10, i -- 2/10,-* * i -- 9/10 y designense estos subinter- 
valos por 0,1,2,*"*,9, de izquierda a derecha. Entonces, el subintervalo 
4, tiene los puntos extremos ¡+ ay/10 e ¿+ (a, + 1)/10. Supóngase 
que P pertenece a este subintervalo. Divídase este subintervalo otra 
vez en dicz partes iguales y digamos que P pertenece al nuevo subinter- 
valo as donde a, es uno de los enteros 0, 1, 2, ‘++, 9. Entonces P perte- 
nece al subintervalo cuyos puntos extremos son 


¿A a & Q4 
+ — it — + ——. 
"ag ME S 00 1 


Si se continúa este proceso t veces, P pertenecerá al subintervalo cuyos 
puntos extremos son 


ma A aea 
1 ww 10 
e 
fs «cti 
a o a 
10 10 1 





Ahora que, por supuesto, estos puntos extremos pueden escribirse como 
aras” >> ay e Laja, 0; - 1/10". Se dice que iaa; ^: a, e$ una aproxi- 
mación al número que representa a P. Si xe continúa indefinidamente este 
proceso, se obtiene el decimal infinito 2:2, ^a, *** , del cual se dice 
que es el número real correspondiente a P. 

En nuestro método para encontrar una representación decimal de 
P, se escogió arbitrariamente el intervalo de la derecha, en cada caso. 
Por supuesto, podría. haberse escogido el intervalo de la izquierda. Esto 
explica las dos representaciones, por ejemplo, de 2, a saber 2.0000->+ 
y 1999:- 

Es evidente que no es necesario escoger la base 10 para nuestra 
representación. Por ejemplo, podría haberse dividido cada intervalo en 
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cinco paries iguales. Así, si se hubiera escogido la base 5, la represen- 
tación posicional de 1/3 habría sido 0.1313--- que significa 1/3 + 3/5* 
+ 1/9 + 9/58 +0», 


I 


Probar que. V3 es un número irracional. 

Encontrar una aproximación decimal para V7 a tres cifras decimales por 
medio del método usado para encontrar una aproximación para V. 
Expresar 2/9 como un decimal periódico. 
Expresar 3/11 como un decimal periódi 
Expresar el decimal periódico 0.343434 








* como una fracción. 
Expresar el decimal periódico 1.259259... come una fracción. 
Escribir 2/3 con la bate 5 y con la base 6. 
Escribir 0,423 con la base 7. 

Escribir 0.312 con la base 9. 


panppsy pe 


4 NUMEROS COMPLEJOS 


La ecuación x* -- 2 -— 0 mo tiene solución x que sea un número 
real, porque el cuadrado de cualquier número real es positivo o cero. 
El deseo de tener soluciones para ese tipo de ecuaciones condujo a una 
extensión adicional del sistema de numeración, a saber, los números 
complejos. Definiremos los números complejos en términos de los nú- 
meros reales. Este procedimiento contrasta con el acostumbrado en el 
álgebra elemental donde los números complejos se introducen mediante 
la consideración de la raíz cuadrada de —1, y se deduce en tal forma 
que se tiene la sensación de algo misterioso, (¡Este sentimiento se acen- 
túa por el uso del epiteto “imaginario”!) Aquí se definirán los números 
complejos como parejas ordenadas de números reales y se verá que 
son tan “reales” como los enteros que se definieron como parejas orde- 
nadas de números naturales, o los números racionales que se definieron 
como parejas ordenadas de enteros. En la siguiente sección se relacionará, 
en una forma obvia, las parejas (a,b) con la notación acostumbrada 
a+ bi, 


Definición 

Un número complejo es una pareja ordenada de números reales 
denotada por (a, b). 
Definición de igualdad 


Dos números complejos (a,b) y (cd) son iguales si y solamente 
si a= ce y b d. Nótese que ésta es una igualdad idéntica. 
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Definición de adició 
(a,b) + (c,d) (a e, b +d). 


Definición de multiplicación 
(a, b) * (e, d) — (ae — bd,ad bc). 


Sc dejará al estudiante el verificar que la adición y la multiplicación 
de los números complejos obedecen las leyes conmutativa, asociativa 
y distributiva. 


Identidad para la adición 
Puesto que (a,b) + (0,0) — (a,b), una identidad para la adición 
es (0,0). 


Inverso aditivo 

Puesto que (a, b) + (—a, —b) = (0,0), se tiene (—a, —b) como un 
inveno aditivo de (a,b). Se define —(a,b) = (—a, —b) y (a,b) — 
(esd) = (a,b) + (~e, ~d). 


Identidad para la multiplicación 
Ya que (a, b) + (1,0) = (a,b), (1,0) es un elemento unidad o una 
identidad para la multiplicación. 


Leyes de cancelación 


La ley de cancelación para la adición se demuestra rápidamente a 
partir de la definición de igualdad y suma. La ley de cancelación para 
la multiplicación puede ponerse en la forma equivalente más fácil de 
demostrar (a, b) > (e, d) = (0,0) que implica (a, b) — (0,0) o (cd) 
= (0,0). Para probar esta ley, supóngase que (c, d) 4 (0,0). Enton- 
ces, se tiene (ac — bd, ad + be) = (0,0). De aquí que ac — bd = 
0, ad +bc=0, y de aquí que b(c* 9 d*) — 0. Por lo tanto, b — 0 
y a = Q. El estudiante debe probar que las dos formas de la ley de can- 
celación para la multiplicación son equivalentes, 


División 

Es fácil demostrar que la solución (x,y) de la ecuación (a,b) = 
(xy) * (e, d), donde (c, d) + (0,0), está dada por x= (ac +bd)/(* 
+4) y y= (be— ad) /(*+d*). Así se encuentra que la división, 
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excepto por cero, siempre es posible y que el conjunto de números com- 
plejos diferentes de cero es cerrado bajo las operaciones racionales. 


Ejercicios 


1. Probar que la adición de los números complejas obedece €onmu- 
tativa y asociativa. e 2g P a 

2. Probar que la multiplicación de múmeros complejos obedece las leyes con- 

3, 


» Probar la ley de cancelación para la adición para los números complejos. 

s (s, b)(e d) — (0,0) implica que (s, b) — (0,0) o (e, d) 

== (0,0), entonces. (s, b) Gr y) 9 (e, d) (x, y), con. (x, y) (0,0) implica 
que (a,b) — (c, d) y reciprocamente. 

6. Probar que la ecuación la, db) mm (x, y) - Ce d), donde (e, d) (0,0) tene 
tod única (x, y), donde x == (ec + bd)/(0 + d") y y e (be —ad)/ 

7 Probar que existe una identidad única para la adición de números complej: 

Li Probar que existe una identidad única para la multiplicación de números 


jos. 
9. Probar que todo número complejo tiene un inverso aditivo único, 


^ 
3 


i 


5: NUMEROS REALES COMO SUBCONJUNTO 
DE NUMEROS COMPLEJOS 


Puede establecerse un isomoforfismo entre el subconjunto de los ná- 
meros complejos de la forma (a, 0) y los números reales a, de la ma- 
nera siguiente: Considérese que (a,0) €». Ahora, si 


(a, 0) «ra y (b,0) >b, 
entonces 
(a, 0) + (5,0) = (a +b,0) a +b, 
Y 
(a, 0) - (b, 0) — (ab, 0) €» ab. 


Ahora, presentaremos la notación más comón para el número com- 
plejo (a,b), a saber, a + bi. Denotemos el número complejo (0,1) por i. 
Entonces i* — (0,1) - (0,1) = (—1,0), el cual corresponde al nümero 
real —1. Además (a,0) (0,1) =(0,a) y (a,b) = (4,0) + (0,5) = 
(a,0) + (0,1) -(b,0). Ahora se sustituye (a,0) por su número real 
correspondiente a y (5,0) por su número real correspondiente b y se 
escribe (a,b) simbólicamente como a + bi. Cuando se usa la notación 
a+ bi se realiza la adición y la multiplicación como la adición y la 
multiplicación de polinomios de primer grado en i, pero cuando se pre- 
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senta, se reemplaza * por —1, Asi, (24-31) + (1.44) =3 47 y 
(2 + 34) (1 + 41) = 24 11 + 12% = —10 + 11i. Obviamente, se tiene 
un isomorfismo entre las parejas (a, b) y los simbolos a +bi porque, si 
(a,b) esat bi y (e, d) e> c + di, entonces 


(a,b) + (c,d) = (a +e, b +d) + (a +e) + {b+ d)i, 


y 
(a, b) * (e, d) = (ac — bd, ad +bc) e» (ac — bd) + (ad + be)i. 


De ahora en adelante usaremos la notación acostumbrada a + bi, en 
la cual a y hb son números reales, para un nümero complejo. Si b — 0 
se dice que el número a + Oi o, simplemente, æ, es un número real. Si 
a=0 y si 55-0, el nümero complejo recibe el nombre de número 
imeginario puro. 

El número complejo a — bi se llama conjugado del número complejo 
a+ bi y se observa que (a — bi) (a + bi) = a* + b* es un número 
real no negativo. Puede expresarse fácilmente el cociente (a + bi) /(e 
+ di) como un número complejo, multiplicando el numerador y el de- 
nominador por e — dí, obteniendo (ac + bd) /(e* + d’) + i(be —ad)/ 
(e + d’). Nota: Y-T también es un símbolo para i 


Ejercicios 

1. Demostrar que el subconjunto de los números complejos de la forma (0, b) 
no es isomorio para los números reales. e 

2. Escribir los números siguientes en la forma a + bit 1 — 2V —2, Vi, 1/(1 + 


a +30/(1 4 4), (2— 3) (3 4 25,2, 2, i, ?*. 
k que Po 1, —1, i, de acuerdo con que m sea congruente a 
0,2,1 6 3 médulo 4. 





6: REPRESENTACION GEOMETRICA 
DE LOS NUMEROS COMPLEJOS 


Los números complejos pueden representarse como puntos en un 
plano. Sean (x, y) las coordenadas cartesianas rectangulares de un punto 
P en el plano. Se dice que el punto P representa el número complejo 
x + yi. Asi, puede asociarse un número complejo a cada punto en el 
plano, y todo número complejo representa un punto en el plano. Es evi- 
dente que los números reales corresponden a los puntos sobre el eje x y 
que los números imaginarios puros corresponden a los puntos sobre el 
eje y. Por esta razón, frecuentemente se da el nombre de eje de los reales 
al eje x, y de eje de los imaginarios al eje y. 
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También es útil usar coordenadas polares. Sean (p,6) las coorde- 
nadas polares de un punto P cuyas coordenadas rectangulares son (x, y) 
y restrínjase p a número positivo o cero. Recordemos que p - Vd - 5", 
x= pcosó, y=psenó y tan 0 =y/x, Ahora, p recibe el nombre de 
valor absoluto o módulo del número complejo x + yi y 0 se llama ángulo 
o amplitud. Por ejemplo, el valor absoluto del nümero complejo 1 — i 
es V2 y su ángulo es 315°, De aquí que 1 — i = Y 2[c0s 315% + ¡sen 
315%). En general, x + yi= plcos 0 + isen0), donde p es el valor 
absoluto y 6 es el ángulo, 

El estudiante no debe caer en el error de leer incorrectamente el 
Ángulo o el valor absoluto de un número complejo cuando encuentra 
una expresión que es semejante, pero no idéntica, a la forma ordinaria 
de un número complejo escrito en coordenadas polares. Por ejemplo, el 
ángulo del número complejo 2(sen 30° + ¡cos 30%) no es 30% sino 60°, 
porque debe escribirse como 2[cos (90% — 30%) + ¿sen(90% —30%)] para 
que se encuentre en la forma ordinaria. Así, —2(cos 60% + ¡sen 60?) 
tiene 2 como valor absoluto, pero 240% como ángulo porque 


—2(c05 60? + ¡sen 60%) — 2cos(180* + 60%) + ¡sen(180* + 609)]. 


En la representación de un número complejo en coordenadas pola» 
res se observa que, aunque el valor absoluto está univocamente determi- 
nado, el ángulo solamente está determinado dentro de múltiplos enteros 
de 360" o, en radianes, dentro de múltiplos enteros de 27. De aquí 
que dos números complejos son iguales si y solamente si sus valores abso- 
Intos son iguales y si sus ángulos difieren en múltiplos de 2r. También 
es útil observar que el conjugado del número p(cosð + ¿sen 0) es 
p[cos( — 8) -- isen (—4)]  p(cos 8 —isen 8). 


Ejercicios 

1. Situar en el plano los números complejos siguientes: 2 42i, —1— 4 —2, 
2i, (1 + 7E — D, (2 — 20/7 

2. Encontrar el ángulo y el valor absoluto de cada uno de los números números siguien- 
tes: (cos 20*-+isen 20°), —3(00s 20° + isen 20°), —3{cos 20° + isen 20), 
3(sen 20" 4 ¿cos 20"), 2(c0160* — ¿sen 60"), 2(—cos 60* + ¿sen 60"). 

3. Encontrar el ángulo y el valor absoluto de cada uno de los números del 
ejercicio 1 y de los números —1 4 Vi e i/(—1— V3i). Escribir estos 
números en forma polar. 


Números racionales, reales y complejos / 51 


7 TEOREMA DE DE MOIVRE 


El producto y el cociente de dos números complejos, cuando se eseri- 
ben en forma polar, nos proporcionan algunos resultados interesantes. 
Sean 


z =p (cos, + ¡sen0) y z, = pa(cos 8; + / sent). 
entonces 
255, 7 pypicos 0, cos 0, — sen 0, sen 6, + ¡(senó, cos 0, + cos 0, sen0p)] 
= pipilcos (b, + Bi) + isen (0, + 0). 
Similarmente 


ži m Palcos 9, + isen G,) (cos O, — i sen 6) 
Z, palcos b, + isenÓ,) (cos 0, — i sen0,) 


= i [cos (0, — 0p) + isen (9, — 89). 
Así se llega al siguiente teorema. 


Teorema 1. El valor absoluto del producto de dos números comple- 
jos es el producto de sus valores absolutos y el ángulo del producto es la 
suma de sus ángulos. El valor absoluto del cociente de dos números com- 
plejos es el cociente de sus valores absolutos y el ángulo del cociente es 
el ángulo del numerador menos el ángulo del denominador. 


Teorema 2. Teorema de De Moivre. Si n es un entero positivo 
[p(cos 8 -- isen 8)]" — p^(cor nB - isen nf). 


Esta fórmula es una extensión inmediata de la fórmula para el pro- 
ducto, Se deja al estudiante demostrarla por inducción. 


Ejercicios 


1. Probar el teorema 2. 

2. Escribir 1/[p(cos $ + ¿sen 9)] en forma polar. 

3. Probar que [p(cos 9 + ¿sen 9))* —= p"*[cos (—18) + ¿sen (—0)), donde 
es un entero positivo. 

4. ¿Cuál es el lugar geométrico de un número complejo a) de valor absoluto 
fijo, b) de ángulo fijo? 

5. Encontrar la forma polar de AB, A/B, 4*/B, y 1/4, si A — 2(cos 30* 4 
isen 50*) y B= 4(cos 50* + ¿sen 50”). 
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6. Escribir los números A == V3 — i, B= — V5 — i C = — V5 + i en forma 
AE E E a E E M tes: 
A', B7AC. 

37. Encontrar c) valor de (1 +i)" escribiendo primero 1 +i en forma polar 
y a continuación aplicando el teorema de De Moivre. Escribir su respuesta 
final en la forma a + bi. En forma semejante, calevlar (1 — V31)*. 

8. Puesto que (cos + ¿sen 0) cos30 + isen 39, aplicar el teorema del bi- 
nomio para encontrar el valor de cos 34 y sen 39 como funciones de f. 





8 + RAICES N-ESIMAS DE UN NUMERO COMPLEJO 


Se desea obtener las soluciones z de la ecuación z* - A, donde n es 
un entero positivo y Æ un número complejo. Este problema se resuelve 
fácilmente aplicando coordenadas polares. Sean := p(cos 9 + ¡sen 0) 
y A — r(cos $ + ¿sen $). Entonces z" — A se transforma en 


p (cos n8 4- isen n8) = rícos$ + ¡sen $). 


Recordando que dos números complejos son iguales si y solamente si sus 
valores absolutos son iguales y sus ángulos difieren en múltiplos enteros 
de 2r, se tiene p” = r y nô = $ -- 2kz, donde k cs un entero, De aquí 
que p =r", la raiz n-ésima real positiva de r y 0 = $&/n -- 2kw/n. 
Existirán tantos valores diferentes de z como ángulos $/n + 2kw/n que 
no scan coterminales, Fácilmente se ve que estos Ángulos no son coter- 
minales para los valores k = 0,1,2,::*, (n — 1) porque la diferencia 
entre cualquier par de ellos es menor que 27. Para cualquier entero k 
puede escribirse k= ng + m, con 0 < m < n y se observa que el ángulo 
$/n + 2kw/n es coterminal con el ángulo ġ/n + 2mr/n. Por tanto, 
existen exactamente n valores distintos de z dados por 


ricos(p/nt2kr/0)  isen ($/n2kz/n)]]  k=0,1,2,->>, (n—1). 


De aquí que existen exactamente n raíces n-ésimas de un número com- 
pleja 


«jumrio 1. Encontrar las tres raices cúbicas de Bi. 


Escribir Bi  8(008 7/2 4 ¿sen 7/2). Sea pleos Y + isen 8) una raíz cúbica, 
Entonces g'(cos 39 -- isen 38) — Blcos 7/2 + isen7/2) y B y 39 =w/2 
+ Mr. De aquí que p 2 y 4 > 7/6 + 2/3, Las tres raíces cúbicas de Bi son: 


xm + neng) -vith 
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dm eet) -- +, 
d ient) - -2i. 


Ek]EMPLO 2. Encontrar las n raices m-éximas de 1. 

A estas raices frecuentemente se les da el nombre de n 
la unidad. Aplicando la notación presentada en las dos secciones procedentes, 
se tiene r= I y ø ~= 0, y de aqui que p= 1 y  — 2kz/n. Por lo tanto, las 
m raíces méimas de la unidad están dadas por cos 2km/m — isen 2km/n, k — 
0, 1,++-, (n — 1). Obsérvese que, de acuerdo con el teorema de De Moivre, si 
hacemos R = cos 2w/n -- isen 2v/n, las e raíces mésimas de la 
escribirse R, R*, R,- -- R*. 


|. Encontrar las tres ralces cübicas de 8 y simplificar las respuestas, 

2. Encontrar las tres raíces cúbicas de 1 y simplificar las respuestas. 

3. Encontrar las cuatro raíces cuartas de 1 y escribirlas en forma simplificada. 
¿Cuáles de estos resultados son las raíces cuadradas de 1? 

4. Encontrar las seis raices sextas de 1, ¿Cuáles de estos resultados son las raíces. 
cuadradas de 1?; ¿cuáles son las raíces cúbicas de 1? 

5. Encontrar las tres raíces cübicas de —8. 

6. Encontrar las dos raíces cuadradas de (1 )/V. 

7. Encontrar las cuatro raíces cuartas de. — 16i. 


9: RAICES N-ESIMAS PRIMITIVAS DE LA UNIDAD 


En e! ejemplo 2, de la sección anterior, se demostró que existen 
exactamente » nümeros complejos cuyas n-ésimas potencias son iguales 
a 1, a saber, los números R = cos 2w/n + isen 2r/n, R?, R", -- , Rh — 1. 
En los ejercicios anteriores se observó que algunas de las raíces cuartas 
de 1 también fueron raíces cuadradas de 1 y que las raíces sextas de 1 
contuvieron raices cuadradas y raices cúbicas de 1. Es interesante in- 
vestigar estas observaciones en forma más detenida. 


DEFINICIÓN, Un númer z es una raíz nésima primitiva de 1 si 
A= l yal, cuando 0< m <n. 


Teorema 3. Sra Rz cor2e/n ^F Lien 2z/n. Si (kn) — d, enton- 
ces RX es una raiz n/d-ésima primitiva de la unidad. 


Sea k — kd y n — md de modo que. (k, m) — 1. Entonces R* — 
cos 2k,d>/n,d + ¡sen 2. de /md = cos 2k:0/m, + ¿sen 2,/m, Ahora, 
R* es una raíz n= 1n/d-ésima de la unidad puesto que. (R*)* = 


54 / Algebra superior 


cos 27 + ¿sen2kiz = 1. Por otra parte, R* es una raíz n/d-ésima 
primitiva de la unidad, porque si (R*)" — 1 — cos2k,mz/m 
isen 2k mz /n,, km/m, es un entero. Supuesto que (mu ki) = 1, m, |m. 
Por tanto, m es un múltiplo de m, y el menor valor de m tal que 
(R*)*"—1esm. 


Corolario 1. RY es una raíz n-ésima primitiva de la unidad si y so- 
lamente si (k,n) — 1. 


Si (k, n) 7 1, de acuerdo con el teorema, R* es una raíz n/1-ésima 
= n-ésima de la unidad. Inversamente, si R* es una raíz n-ésima pri- 
mitiva de la unidad y (k,n) — d-7-1, entonces R* también es una 
raíz n/d-ésima primitiva de la unidad; es decir, (R*)'*/? — 1, Jo cual 
contradice nuestra hipótesis de que A* es una raíz n-óima primitiva 
de la unidad. 


Corolario 2. Si U es cualquier raiz n-dsima primitiva de la unidad 
y (k, n) 7 d, entonces U* es una raíz n/d-ésima primitiva de la unidad. 


Ahora, U =R*, donde (t,n) = 1. De aquí que U* — R* y (tk, n) 
= d. Por lo tanto, puede aplicarse el teorema a R%. 


Corolario 3. Las n raices n-ésimas de la unidad incluyen todas las 
raices m-érimar de la unidad si y solamente si m divide a n. 


Si m|n,n — mk y (n, E) — k. De acuerdo con el teorema 3, R* 
es una raíz m/k-ésima = m-ésima primitiva de la unidad. Asi que 
RAQR*"-.Q.R" son todas raíces m-éximas de la unidad puesto 
que (R^)" — (R'")/ — 1, De aquí que todas las raíces m-ésimas de 
la unidad están incluidas entre las raíces n-ésimas. Por otra parte, si 
todas las raíces m-ésimas de la unidad están incluidas entre las raíces 
n-ésimas, entonces la raíz m-ésima primitiva cos 2e /m -- i sen 22/m — R*. 
De acuerdo con el teorema 3, si. (v, n) — d, R* es una raíz n/d-éósima 
primitiva de la unidad. De aqui que n/d = m y n = md. 


Ejercicios 


Encontrar las raíces cübicas primitivas de 1. 

Encontrar las raices Savas primitivas de 1. 

Encontrar las raices 5-as primitivas de 1. 

Demostrar que si f es primo, existen exactamente p — 1 raices p-ésimas prie 
mitivas de 1, 

¿Cuántas raíces m-ésimas reales de 1 existen? 

¿Cuántas raices n-éximos reales de un número real positivo existen? 
¿Cuántas raíces n-éximas reales de un número real negativo existen? 


supo 


mpy 
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de | existen si p es primo? 
Encontrar las doce itae Ion de 1 1OdiA UO dentro de ellas son raíces cua- 
primitivas, raíces cuartas primitivas, raíces 
sextas primitivas? 


R = cos 27/7 + isen 2/7, expresar. R^, R*, R”, como. R*, donde 
0<k<7. 


. Si u = —1/2 4 i V3/2, encontrar el valor de «*  «* para todos los en- 


teros positivos n. 





3 Teoría elemental de grupos 


1 + DEFINICION 


Ahora empezaremos el estudio de los sistemas matemáticos que per- 
tenecen principalmente a la división de las matemáticas llamada álgebra. 
En cualquier sistema matemático se tiene, primero que nada, un con- 
junto S de elementos que denotaremos por a,b,c,*** y una relación 
de igualdad o equivalencia entre pares de elementos. Hemos tenido al- 
gunos ejemplos de tales relaciones de igualdad, a saber, la igualdad 
idéntica ordinaria, la igualdad usada para definir los enteros, la igualdad 
usada para definir los números racionales y la congruencia de los enteros. 
En todos los sistemas algebraicos que se estudiarán en adelante, se supon- 
drá, sin mención posterior, que existe una relación de igualdad, 

Además de los elementos y de una relación de equivalencia, en un 
sistema algebraico se tienen una o más operaciones sobre un par de 
elementos del conjunto $ para producir un tercer elemento de S. Las 
operaciones de este tipo reciben el nombre de operaciones binarias. En 
general, una operación binaria e sobre un conjunto de elementos $ es una 
regla que asigna a cada pareja ordenada de elementos a, b, en S, un ele- 
mento único e en $, y se escribe aob = c. La operación binaria estará 
bien definida si, cuando se sustituyen a o b, o tanto a como b, por ele- 
mentos respectivamente iguales a ellos, e se reemplaza por un elemento 
igual a él. Operaciones binarias bien conocidas son las de adición y 
multiplicación de los números. 

Uno de los sistemas algebraicos más sencillo es el grupo. Daremos la 
siguiente definición. 


Postulados para un grupo. Un conjunto $ de elementos a, b, c, - 
forma un grupo respecto de la operación e si se cumplen las propiedades: 


5 


( 
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L Sia y b están en $, entonces a o b está en S. (cerradura). 

2. Para todo a, b, c, en S, ao (boc) — (aob) oc (ley asociativa). 

3. Existe en 5 un elemento i, llamado identidad izquierda, tal que 
ioa = a para todo a en S. 

4. Para todo a en S, la ecuación xoa = i tiene una solución x 
en $. La solución x recibe el nombre de inverso izquierdo de a y se de- 
nota por a *. 


El estudiante debe observar que, mientras que una identidad izquier- 
da ¡es la misma para todos los elementos a en $, un inverso izquierdo 
de un elemento a está determinado por el elemento a dado; es decir, 
existe una identidad izquierda “universal”, pero no un inverso izquierdo 
"universal", Aunque en los ejemplos y ejerciciós siguientes todas las 
operaciones de grupo obedecen la ley conmutativa, el estudiante no debe 
concluir que los postulados establecen que las operaciones del grupo 
son conmutativas. Si aob = boa para toda a y b, en el grupo, el grupo 
recibe el nombre de grupo abeliamo o commutatiro. Posteriormente se 
encontrarán ejemplos de grupos no abelianos. 


x]xxPLos. Los principales ejemplos de grupos que hasta ahora ha encon» 
trado el estudiante se tienen en el sistema de numeración. 


b. Do EE de sni als 4 Biete er aequ sonda ee iila 
y las clases de residuos, diferentes de cero, módulo $ forman un grupo respecto 
de la multiplicación. 

€. Los números í, —1, —¿ y 1 forman un grupo respecto de la multipli- 


3. 

4 Eis dus S OMBRE EUR HL PORA NU otim m rop 
respecto de esta operación? 

5. Probar que las clases de residuos, diferentes de cero, módulo 5 forman 
un grupo respecto de la multiplicación. 

6 residuos módulo 4 no forman un grupo respecto 

7 


de 
rar que todos los enteros de la forma 3m, donde m es un entero, 
un grupo respecto de la adición. 
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8 Demostrar que todos los múltiplos enteros de un entero fijo A forman un 
grupo respecto de la adición. 

E A noit Dauid A 

¿cuáles de los conjuntos siguientes formam un grupo respecto de 

( 


plicación : 
a) [,2,4; (b) [051,2,3,4,5,6; (c) (6; (d) [13,45] 
(e) [1,2,3,4,5,6)? 
10, Demostrar que las raíces quintas de la unidad forman un grupo respecto 
multiplicación. 


m tales que (a, m) = 1 for 
man un grupo respecto de la multiplicación. 


2 - PROPIEDADES ELEMENTALES 


Ahora se probarán algunos teoremas sencillos directamente a partir 
de la definición de grupo. En los teoremas que siguen ab significará 
aob y la operación binaria se llamará multiplicación. 


Teorema 1. Si a,b,c están en un grupo, ab = ac implica b= c. 


Se multiplica la ecuación ab = ac a la izquierda por un inverso iz- 
quierdo a-* de a y se aplica la ley asociativa, se obtiene (a7?a)b — 
(a7*a)e, lo cual conduce a ib = ic y, finalmente, a b = c. 


Teorema 2. Un elemento identidad izquierda en un grupo, tam- 
bién es elemento identidad derecha, es decir, ia = ai = a para todo a 
en el grupo. 

Sea a”* un inverso izquierdo de a. Entonces a-'(ai) = (a7*a)i 

=i=a""a. Aplicando el teorema 1, se tiene ai =a. De aqui en 
adelante dejaremos de usar los calificativos izquierda y derecha, y para 
mencionar el elemento i diremos simplemente identidad. 


Teorema 3. Un inverso izquierdo a7* de un elemento a en un grupo, 


también es un inverso derecho de a, es decir, a'a = aam = i. 


Ahora, a7'(aa7*) — (a7!a)a— — ia7* — a-7* — a-'i, Por lo tanto, 
de acuerdo con el teorema 1, ea”? =¿. A partir de este momento nos 
referiremos a a”? usando el término inverso. 
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Corolario. Si a,b,c son elementos en un grupo, entonces ba = ca 
implica b = c. 


La demostración es la misma que para el teorema 1 porque ahora 
es posible multiplicar a la derecha por un inverso de a y obtener b — c. 


Teorema 4. Si à y b son elementos en un grupo, las ecuaciones 
ax = b y ya = b, respectivamente, tienen soluciones únicas x y y en el 
grupo. 

Rápidamente se ve que una solución de ax = b es a7*b y que una 
solución de ya =b es ba”*, puesto que a(a-'b) — (aa-!)b —ib — b 
y (ba7')a — b(a-'a) — bi — b. Las soluciones son únicas porque si 
x! y y' son unas segundas soluciones, entonces ax = ax' y ya = y'a, dando 
aeyYyy-y. 


Corolario 1. El elemento identidad en un grupo es único, 
La identidad es la solución única de la ecuación ax = a. 


Corolario 2. El inverso de un elemento en un grupo es único. 
El inverso a”* de a es la solución única de la ecuación ax = i. 


Corolario 3. El inverso de a-7* es a. 


Es obvio que el elemento a es la solución de la ecuación a~'x = i 
De aquí se observa que (a7?) * — 


Teorema 5. El inverso de un producto es el producto de los in- 
versos en orden contrario, es decir, (ab)-* = b7*a7?, 


Se tiene. (b7*a7*) (ab) — b-*(a-a)b — b-'(ib) — b-'b zi. 


Probar que, sl x es un elemento de un grupo y xr = x, entonces x — i el 
elemento identidad del grupo. 
Demostrar que, en un grupo con un número par de elementos, además del 
elemento identidad existe un elemento que es su propio inverso. 
Probar que (ab) (ab) — (as) (bb) para todos los elementos a y b de un 
ORÁN y linis i C. M. UA grape alas 
Sea S un conjunto de elementos a,5,c,*:* que satisface los postulados 
Vy 2 y que, además, tiene la propiedad de que todas las ecuaciones xa — b 
y ay = b tienen soluciones x y y en S. Probar que $ es un grupo. 


posos 
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3: PERMUTACIONES 


Hasta el momento, todas las operaciones binarias que hemos en- 
contrado han obedecido la ley conmutativa. Ahora se definirán algunos 
simbolos y se encontrará que la regla para combinarlos no obedece la 
ley conmutativa. 

La operación de sustituir cada uno de los n enteros 1,2, ^, por 
uno de ellos, de modo que dos enteros distintos no se reemplacen por 
el mismo entero, recibe el nombre de permutación realizada en los 
enteros 1,2,::*,». Una permutación reemplaza cualquier arreglo de 
los n enteros por un nuevo arreglo. Es obvio que los n enteros simple- 
mente forman una notación conveniente para cualquier conjunto de 
n símbolos. Introduciremos un símbolo para una permutación. Sea 
jedes. js cualquier arreglo del conjunto de enteros 1,2,-=*,m. El 
simbolo 


C XE r) 
p- 
hos sc 
dará a entender que debe sustituirse 1 por j,, 2 por js, etc, hasta que, 
finalmente, se reemplaza n por ja. Este simbolo denota una permutación, 
Nótese que el orden de las columnas en el símbolo es inmaterial. 

Se define el producto de dos permutaciones pog o, tal y como se 
escribirá, pq, indicando que primero se efectúa p y a continuación q. 


As, si 
de h hc" 1j 
k k 


donde kı kas*'*, ka son 1,2,+++, n en algún orden, 
( 2.3 +» jJ 
PT. kd sk 


En general, esta multiplicación no esonmutativa porque si, por ejemplo, 


Mi) € 


p 
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"Ey " eii) 


Sin embargo, puede probarse que la multiplicación de permutacio- 
nes es asociativa. Sean p y g las permutaciones de n simbolos dadas an- 


teriormente, y sea 
E k 2) 
r= o 
m m, som 


donde m, m,,**-, m, son los enteros 1,2, -, n en algün orden. Usan- 
do el valor de pg, ya encontrado, se tiene 


123». 
oir - (7 ) 
mientras que uo M on 
vele RS) s E 
... my my com 
Por lo tanto, (Pq)r = p(gr). 
Para todo arreglo de 1,2,3,>**,m, puede escribirse una permuta- 
ción diferente. Puesto que existen m! arreglos diferentes de m símbolos, 
existen n! permutaciones diferentes para n simbolos, las cuales pueden 


escribirse insertando en la segunda linea de p los n! arreglos diferentes 
de 1,2,- ,n. 


Teorema6. Las n! permutaciones diferentes sobre n simbolos for- 
man un grupo respecto de la multiplicación de permutaciones. 


Puesto que todas las permutaciones sobre m símbolos se incluyen 
en el conjunto, el conjunto es cerrado respecto de la multiplicación de 
permutaciones. Ya se demostró que esta multiplicación es asociativa. 


La identidad es 
( 23: ”) 
im b 
I2 e 
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porque es obvio que tiene la propiedad ip = pi = p para toda permuta- 
ción p sobre los enteros 1,2,**:, m. Sea p la permutación dada ante- 
riormente. Entonces la inversa de p es 


s M t ^ 
F EEE 
puesto que p~ = p-p =i 

Este grupo recibe el nombre de grupo simétrico para n símbolos y 
juega un papel importante en muchas aplicaciones de la teoria de 
grupos. 


Notación cíclica 


Es conveniente escribir las permutaciones en lo que se llama nota- 
ción ciclica o en ciclos. Por ejemplo, la permutación 


C 23 j 

s= 

341 

puede escribirse simplemente como (1234). El nuevo símbolo, llamado 
ciclo, se Wee en orden ciclico de izquierda a derecha de la manera si- 
guiente: 1 se sustituye por 2, 2 por 3, 3 por 4 y 4 por 1. Obsérvese que 


(1234) = (2341) = (3412) = (4123). 
En la misma forma, la permutación 


C 234 ) 
t= 
315 
se escribe (123) (45), y la permutación 
EE 
13 
se escribe como (1)(23) o, simplemente, como (23). Se entiende que 


cuando se omite un simbolo se reemplaza por él mismo. Ahora ha que- 
dado razonablemente claro que cualquier permutación puede escribirse 
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como un producto de ciclos, los cuales no tienen símbolos comunes 
(ciclos ajenos). 


Ejercicios 


1. Escribir las 4! permutaciones sobre 4 simbolos en la notación de las dos 
líneas y en la notación cíclica. 
Realizar las siguientes multiplicaciones de permutaciones: (a) (1243) (32154); 
(b) (123)(243) (194); (c) (15624) (6321). 
Encontrar el inverso de cada uno de los productos del ejercicio 2, 
Realizar las siguientes multiplicaciones de permutaciones: 
a (243) (13), b. (4312)(2941), € (483)(9421), d. (431)(231), 
e. (12)04)(25), ££. (132)(042), e (34)(143), h 0432) (14), 
i (1324)(194), j (1429)(4), — X. (142)(25) L1 (294)(143). 
5. Sia = (123456), encontrar e, dl, e', ^, d. 
6. Demostrar que las seis permutaciones del ejercicio 5 forman un grupo rer 
pecto de la multiplicación de permutaciones. 
7. Escribir los productos siguientes como productos de ciclos ajenos: (a) (132) 
(567) (261) (45); (b) (1234) (67) (1357) (136); (e) (24)(132)(45) (24). 


>. os 


4 - PERMUTACIONES PARES E IMPARES 


DEFINICIÓN, Una permutación que solamente desplaza dos símbolos 
se llama transposición. 


Teorema 7. Un ciclo de n símbolos puede escribirse como un pro- 
ducto de n — 1 transposiciones. 


Este hecho se ve claramente cuando se exhibe la identidad 
(1234--- n) = (12) (13) (14) --- (Im). 


De aquí que toda permutación puede escribirse como un producto de 
transposiciones puesto que así puede escribirse cada uno de sus ciclos. 

Una permutación puede escribirse en muchas formas como un pro- 
ducto de transposiciones. Por ejemplo, (123) — (12)(13), asimismo, 
(123) — (13) (12) (13) (12). Sin embargo, para una permutación dada, 
el número de transposiciones siempre es par o siempre es impar. Esto se 
prueba en el teorema siguiente. 


Teorema 8. Considérese una permutación p eserita como un pro- 


ducto de a transposiciones y como un producto de b transposiciones. 
Entonces as b (mod 2). 
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Para probar este teorema considérese la llamada función alternante 
»X» la cual es el producto 





A7 Tre =) 
= (z, — 3, — 33, — 2a) e (2 1 n) 
(n — na — m) > (3a = 2) 
(3a — m) (Ta — 2%.) 


(z,- — Ta). 


Se opera sobre A por la transposición t — (x,x;), donde i « j. Todos los 
factores de A, que no contienen a x; ni a xy, no se alteran cuando se 
opera sobre A mediante la permutación t, pero el factor (x, — x) de 
A se transforma en su negativo, Los factores de A que contienen a xy 
O a x; pero no tanto a x, como a xy, pueden agruparse en pares de 
productos (xa — x) (Xa — 14), donde & 7 i, j. Tales productos no cam- 
bian cuando se opera sobre A mediante una transposición f, se trans- 
forma en — A. 

Ahora, se opera sobre A mediante la permutación p, la cual puede 
escribirse como un producto de a transposiciones y también como un 
producto de b transposiciones, Operando sobre A mediante p, cuando 
se escribe como un producto de a transposiciones, se obtiene ( —1)*4, 
mientras que, operando sobre A mediante p, cuando se escribe como 
un producto de b transposiciones, se obtiene (—1)*4. Puesto que p es 
la misma permutación, no importa como se escriba, (—1)*4 — (—1)*4, 
con lo cual se demuestra que a == b (mod 2). 


DEFINICIÓN. Se dice que una permutación es una permutación par 
o una permutación impar de acuerdo con que pueda escribirse como 
un producto de un número par o un número impar de transposiciones. 


Teorema 9. De las n! permutaciones sobre n símbolos, m!/2 son 
permutaciones pares y n!/2 son permutaciones impares. 

De las n! permutaciones sobre n símbolos, sean e, €s,***, €, las per- 
mutaciones pares y 05,0s,***,0+ las permutaciones impares. Multipli- 
quese cada una de estas permutaciones a la izquierda por la transposición 
t (que, por supuesto, es una permutación impar). Las tey j 7 1,2, ^^, 
son permutaciones impares, puesto que cada e, ha sido multiplicada 


| 
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por la transposición t, mientras que las to, k= 1,2,-**,r son permu- 
taciones pares porque cada o, ha sido multiplicada por la transposición 
t. Ahora, se probará que las te, y las toy son otra vez las n! permuta- 
ciones. Puesto que, evidentemente, ninguna permutación par puede ser 
igual a una permutación impar, únicamente es necesario probar que 
mo puede tenerse fé, = tew cuando erg êm, y que tampoco to, = tow 
cuando 0, 4: 0. Este hecho puede concluirse directamente a partir de 
la ley de cancelación, puesto que tes, = tew implica e, — to y tos = tow 
implica 0, = 0w Así que las t6j,j — 1,2, *:, s son las permutaciones 
9y k — 1,2,7 ^, r en algün orden, y de aquí que s — r — n!/2. 


Ejercicios 


Demostrar que la identidad es una permutación par. 

Demostrar que un ciclo que contiene un número impar de simbolos es una 
permutación par, mientras que un ciclo que contiene un número par de 
simbolos es una permutación impar. 

Escribir cada una de las 4! permutaciones sobre 4 simbolos como un pro- 
ducto de transposiciones. ¿Cuáles son permutaciones pares y cuáles son per- 
mutaciones impares? 

Si p es una permutación par, demostrar que p* es una permutación par. 
Probar que las m!/2 permutaciones pares sobre m simbolos forman un grupo 
respecto de la multiplicación de permutaciones. Este grupo se conoce como 
el grupo aliernante sobre n simbolos, 

6. Probar que toda permutación par es un ciclo de longitud tres o puede ex- 
presarse como un producto de ciclos de longitud tres. 


"T 


Ll 


“o 


5: ISOMORFISMO 


pEPINICIÓN. Un iomorfismo entre dos grupos G y G' es una corres- 
pondencia biunívoca a+» a' entre los elementos a y a” de G y G’, res- 
pectivamente, tal que si a €» a' y bes b’, entonces abes a'b’, En el iso- 
morfismo, a' es la imagen de a. 


Nótese que un isomorfismo no exige que la operación, o ley de 
combinación, para los elementos de cada grupo, sea la misma. Hemos 
omitido el símbolo para la operación en la definición, pero si o es la 
operación para G y si o’ es la operación para G’, entonces la condición 
para un isomorfismo se lee a' e' b = (ao b)’. 


ijuurio, Sea G el grupo multiplicativo de las raices cuartas de la unidad 
y a G el grupo aditivo de las clases de residuos módulo 4 (cuyos elementos 
se denotarán por 0,1,2,3 en lugar de C, C, C. y Cs, respectivamente). En- 
tonces, puede establecerse un isomorfismo entre G y G' en lu dos formas si- 
guientes: 
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6 c 6 G 
10 10 
dent die 

-14+2 -l2 

=i: ll 


P ciun de Kma micum pere athlon un iN 
grupos depends de la estructura del grupo, Sin embargo, no importa cómo se 
establezca el isomorfismo, debe observarse el hecho siguiente. Escribir la Mamada 
“tabla de multiplicación” para cada grupo G y G’. 





Para cada isomorfiuno se ve que las dos tablas de multiplicación se vuelven 
idénticas si cada simbolo de C se reemplaza por su imagen en G', e inversamente. 


Teorema 10. En un isomorfismo entre dos grupos G y G', lar iden= 
tidades corresponden y si a' en G/ es la imagen de a en G, entonces la 
imagen de a7* er (a) 7". 

Primero probaremos que las identidades se corresponden. Sea ¿la 
identidad de G e ? la identidad de G'. Supóngase que i €» ' en G' y sea 
x cualquier elemento de G y Y su imagen en G’. Entonces, puesto que 
ix = x, se tiene, a partir de la definición de isomorfismo, a'x^ *7 4^ para 
toda x de G. De aqui que a’ es una identidad para G' y, ya que la 
identidad es ánica, a = 1. 

A continuación se probará que los elementos inversos se correspon- 
den. Considérese de a+ a' y a”! «0, Puesto que a^a -- i se tiene, 
de acuerdo con la definición de isomorfismo, b'a’ =i y como el in- 
verso de un elemento es único, Y = (a')=*. 


Ejercicios 

1. Establecer um inomorfismo entre el grupo multiplicativo de las ralces cuartas 
de la unidad y el grupo de i cuyos elementos son f= (1)(2) > 
(3) (4), (1234), (13) (24), (1432). 

2. ¿Es posible establecer un isomorfismo entre el grupo multiplicativo de las 
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talos cuartas de la unidad y el grupo de permutaciones cuyos elementos 
von. (9 (1) (2) (3) (4), (12) (34), (13) (24), (14) (23) ? 
Establecer un isomorfismo 


3 entre el ee multüplcativo de las cinco raíces 
quintas de la unidad y el de permutaciones cuyos elementos son 
19 (1)(2) (e, ob Mn 0o (15432). 

4, ¿Ex isomorfo el grupo multiplicativo de los números reales diferentes de cero 


para el grupo aditivo de todos los números reales? 


6: GRUPOS CICLICOS 


Potencias enteras de un elemento 


Se definirán las potencias enteras de un clemento a de un grupo. 
Por a* donde m es un entero positivo, se entenderá aoao-*: 04 hasta 
m factores. (Si la operación se llama adición a” generalmente se deno- 
tará por ma =a+a-+**- 4 a(m términos), donde se entiende que 
m no es necesariamente un elemento de un grupo y, generalmente, no 
lo es). Obsérvese que esta forma de escribir m factores sin. paréntesis 
solamente es posible porque un "producto" de m factores es indepen- 
diente de la manera en que se agrupen los factores. Esta ley asociativa 
generalizada puede probarse por inducción partiendo de la ley asocia- 
tiva. Además, se define a* — i, la identidad, y a-* - (a-*)*, donde m 
es un entero positivo, Con estas definiciones es fácil probar el teorema 
siguiente, 

Teorema 11. Para todo elemento a en un grupo, (1) toa =art", 
y (2) (a")* =a" 

Primero a (1): Para exponentes enteros positivos esta 
ley simplemente es una aplicación de la definición porque a'oa’ = 
aoao: oa hasta r--5 factores. De acuerdo con la definición de 
a" (1) se cumple si uno o ambos exponentes son cero. En caso de que 
1= —m,5= —n, m y n enteros positivos, se tiene 
4'oa* — 27" 0a7* — (a7')"o(a-)* por definición, 

= (e)a de acuerdo con (1) para expo- 
nentes positivos, 
dos por definición, 





=a 
a € 
=g”, 


Sir = —m y si s = n, donde m y n son enteros positivos, se tiene, apli- 
cando la definición de los exponentes negativos, 


adoa = amod = aoao oa 0294 on 


(m factores a7* y n factores a), 
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mon, 





Por lo tanto, se han investigado todos los casos y (1) se cumple para 
todos los exponentes enteros. 

A continuación se establecerá (2): Una vez más es obvio que (2) 
se cumple si cualquiera o ambos exponentes son cero, Si 4 > 0, entonces 


(ar)! = aoao oa hasta s factores, 
= a” por (1). 


Si s — —n, donde n es un entero positivo, por definición, se tiene 


(at = (a) =*= [fa 7. 





Ahora, (a*) 7? es el inverso de a" y, por (1), atoa” 
puesto que el inverso de un elemento es único, ( 
tanto 


a° De aquí que, 
1= a~". Por lo 








Leop = (at= am por (1), 


= a”, 


En general, (ab)'5& a'b'. En particular, si ab 5 ba, (ab)? S£ a*b*. 
Porque si (ab)? — a*b?, entonces abab = aabh y, aplicando el teorema 1 
y el corolario al teorema 3, se tiene ab = ba. 


Definición de grupo cíclico 

Obsérvese que las definiciones anteriores de las potencias enteras 
de un elemento a de un grupo, junto con el teorema 11, prucban que 
las potencias enteras de cualquier elemento a de un grupo forman un 
grupo. Un upo que solamente consiste de las potencias de un elemen- 
to a recibe el nombre de grupo cíclico. Ese elemento a es el generador 
del grupo cíclico. 
Definición del orden de un elemento 

Se dice que un elemento a en un grupo es de orden n, si m es el 
menor entero positivo tal que a" = i, la identidad. Se dice que un ele- 
mento a es de orden cero si ninguna potencia positiva de a es la identidad; 
es decir, a” es la única potencia de a que es la identidad. 
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Orden de un grupo 


Un grupo que consiste de un número finito de clementos se llama 
grupo finito, mientras que un grupo que tiene un número infinitamente 
grande de elementos es un grupo infinito. El orden de un grupo finito 
es el número de sus elementos. Se dice que un grupo infinito tiene cl 
orden cero. 


Teorema 12, Si un generador a de un grupo ciclico G es de orden 
cero, G es isomorfo para el grupo aditivo de los enteros. Si un gene- 


rador a de G es de orden n 2» 0, G es isomorjo para el grupo aditivo 
de clases de residuos módulo n. 


Primero se probará que si el orden de a es cero, no existen dos po- 
tencias de a que sean iguales. Puesto que, si a? = a! cuando s 3 t, enton- 
cs ata = a'al = i, y a-t = jm ai~ y, por lo tanto, puesto que 
ya sea s — £ Ó t — s es positivo, una potencia positiva de a es igual a i 
Ahora, puesto que a*a' 7 a**', la correspondencia a' +» s es un isomor- 
fismo, y C es isomorfo para el grupo aditivo de los enteros. 

Ahora, sea a de orden n > 0, se probará que G consiste solamente 
de n elementos distintos. Para cualquier entero s se tiene s= ng + r, 
donde 0 € r « n. Por lo tanto, cualquier elemento a* dc C pucde escri- 
birse a* — q*** zs aa = (4%) ta" = ¡ar = a'. Por lo tanto, existen cuan- 
do mucho n elementos distintos a, a*, ^: , a*7*, a" — i. Si x >y, donde 
Ocx«ny0«y-« n, entonces a* 7- a*, porque si af = a, dmi, 
pero 0 « x — y « n, contrario a la definición del orden de a. Por lo 
tanto, existen. por lo menos n elementos distintos. De aquí que existen 
en el grupo exactamente n elementos distintos a, a?, a,” ar 
4^: i, Denotando las clases de residuos módulo n por Co, Cy, Cy," +", Cayo 
sc ve que la correspondencia a* €» C, es un isomorfismo entre el grupo 
aditivo de las clases de residuos módulo n y G, porque, si a' €» C,, en- 
tonces a'a! = a't! = a es C, + Ci = Ca donde s + taar (mod n). 


Ejercicios 


1. Demestrar que las permutaciones sigulenes forman un grupo: i — (1)(2) (5) 
(4), (1234), (13) (24), (1432), (13), (24), (14) (23), (12) (34). ¿Es iso- 
morfo este grupo para el grupo multiplicativo de las octavas de la 
wnidad? ¿Es un grupo cíclico el grupo de permutaciones? ¿Es un grupo el 
lico el grupo multiplicativo de las raíces octavas de la unidad? 

2 Eno los problemas siguientes, denotar las clases de residuos módulo m por 
0,1,2,---,m-— 1. 

a. ¿Ea cíclico el grupo multiplicativo 1,2,3, 4,5, 6 módulo 7? 
b. ¿Es cíclico el grupo multiplicativo 1,3,5,7 módulo 8? 
e ¿Es cíclico el grupo multiplicativo 1,2, 4, 5,7, 8 módulo 9? 
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ciclico el grupo aditivo de los múltiplos enteros de 5? 
drake wm imorfismo cn dl mayor mámere pouble de formas entre 
el grupo multiplicativo de las raíces sextas de la unidad y el grupo aditivo 
de las clases de residuos módulo 6, 
5. ¿Cuántos elementos del grupo cíclico de orden 6 pueden usarse como pene: 
? 
CMM DM quo iili de orden 6 que contiene un elemento 
orden 3, necesariamente es un grupo cíclico. 
ier QC cm ape dei Cem por un elemento a de orden m, a* 
G si y solamente si (t, m) = L 
8, Eu gw cíclico G se genera por un elemento a de orden m, encontrar el 
orden de cualquier elemento a’ de G. 


-- 


~ 


7 - SUBGRUPOS 


DEFINICIONES, Un subconjunto $ de elementos de un grupo G que 
es así mismo un grupo, recibe el nombre de subgrupo de G. Se entiende 
que la ley de combinación de los clementos es la misma que para el 
propio grupo. Tanto la identidad sola como el mismo grupo G satisfacen 
esta definición. Los subgrupos, que no son la identidad y el grupo 
mismo, se llaman subgrupos propios, éstos son los que nos interesan 
principalmente. 


Teorema 13. Las condiciones necesarias y suficientes para que un 
subconjunto S de elementos de un grupo G forme un grupo som: (1) à 
a y b están en S, entonces ab está en S y (2) si a está en S, entonces 
a”? está en S. 


Nótese estas condiciones reducen el número de condiciones que 
a e a ds cairo o Da amo wy demie ÓN 
se cumplen estas condiciones, el conjunto $ forma un grupo. Las condi- 
ciones (1) y (2) aseguran la cerradura del conjunto, la presencia de la 
identidad en $ y la presencia del inverso de cada elemento a de $ en S. 
Se cumple la ley asociativa puesto que los elementos de S están en G. 
Detaquí que se satisfacen los postulados para un grupo. Por otra parte, 
si el conjunto $ forma un grupo se cumple (1). Ahora, la identidad de G 
es una identidad para $. Puesto que $ es un grupo, su identidad es única 
y de aquí que la identidad de $ es la identidad de C. Además, ya que 
el inverso de un elemento en G es único, el inverso de un elemento a 
en S también es el inverso de a en G. Por lo tanto, se cumple (2). 


Corolario. Un subconjunto S de un grupo finito G es un subgrupo 
de G sì y solamente si a y b en S implica ab en S. 
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De acuerdo con el teorema, la condición es necesaria. Inversamente, 
si la condición se satisface, se cumple (1) del teorema. Además, puesto 
que G es finito, no todas las potencias a, a”, e”,*-* de a en S son distintas, 
es decir, a* =a' para alguna s>t. Entonces a^-'— i, la identidad 
de G. De aquí que a*-*4 = ¡y a'=*=" en $ es el inverso de a. De aquí 
que se satisface (2) del teorema y $ es un subgrupo de G. 

Ahora, determinaremos los subgrupos de un grupo cíclico. 


Teorema 14. Un subgrupo S de un grupo cíclico G es cíclico. Si a 
es un generador de G, S se genera por a^, donde m es el menor entero 
Positivo tal que a" esté en S. Si G es de orden cero, el entero m es arbi- 
trario y S es isomorfo para el grupo aditivo de múltiplos enteros de m. 
Si G es de orden n > 0,m y S es de orden n/m. 


Sea a un generador de G y sea $ un subgrupo propio de G. Puesto 
que $ es un subgrupo propio de G, contiene algún elemento a’ y, por 
lo tanto, también al inverso, a^*, de a*. Ahora, ya sea 5ó —: es un entero 
positivo. De aquí que m sea el menor entero positivo tal que a” esté 
en S. Si al está en S, escribir t = mq + v, con 0 X r « m. Ahora, 
(a*)* — a™ está en $ y, por lo tanto, a'a-** — a'-** — a^ está en S. 
Sin embargo, r « m. De aquí que r — 0, por definición de m, y, asi, 
todos los elementos en S son de la forma a**. Por lo tanto, d" es un ge- 
nerador de S. Si a es de orden cero, a™ es un generador de un subgrupo 
para todo entero m, y la correspondencia e" €» m es un isomorfismo 
entre $ y el grupo aditivo de múltiplos enteros de m. Si a es de orden 
n 2» 0, entonces a^ — i está en $ y de aquf que n = mk, Por lo tanto, 
e” es de orden k = n/m. 


Ejercicios 


1. Seleccionar subgrupos ciclicos de tres órdenes diferentes a partir del grupo 
simétrico de cuntro símbolos. 

2 Exbibir los subgrupos propios en el grupo multiplicativo de las raices sextas 

la unidad. 

5. Exhibir los subgrupos propios del grupo aditivo de las clases de residuos 
módulo 12, 

4. Establecer un isomorfismo entre el grupo aditivo de las clases de residuos 
médulo 12 y el grupo multiplicativo de las raíces decimosegundas de la 
unidad. ¿Qué raíces de la unidad corresponden a los subgrupos que encon- 
tró en el ejercicio 3? 

Encontrar los elementos del grupo aditivo de las clases de residuos módulo m 
que pueden usarse como generadores del grupo. 

6 Probar que los elementos comunes a dos subgrupos $ y T de un grupo 
G forman un subgrupo de G. Este grupo consiste de los elementos comunes 
aS ya T y se llama intersección de $ y T. 

7. Demostrar que las permutaciones siguientes forman un grupo: 
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io (2) 9) 04) (5) (6) 7) (8), —— (1294) (5628), — (13) (34) (97) (68), 
(1432) (5876), (1537) (2846), (1735) (2648), (1036) (2745), (1630) (2547). 
Encontrar tres cíclicos de orden 4 de este grupo. 


L3 Demostrar que los elementos x en un grupo G, tales que xa — ax para todo a 
en G, forman un subgrupo de G. Eate subgrupo se llama centro de G. 


8 * CLASES LATERALES Y SUBGRUPOS 


A continuación, consideraremos algunas propiedades de los grupos 
que nos darán un conocimiento más amplio de la estructura de un 
grupo. 


DEFINICIÓN, Sea $ un subgrupo de G y a un elemento cualquiera 
de G. La colección de elementos $a de G que consiste de los produe- 
tos de cada elemento s de $ por el elemento a de G, se llama clase lateral 
derecha de S en G. En forma semejante, la colección de elementos aS 
de G, se llama clase lateral izquierda de $ en G. 

Nótese que, de acuerdo con esta definición, S es una clase lateral 
izquierda así como una clase lateral derecha de S en G, porque i$ = 
Sı = $. También es de interés puntualizar que en un grupo abeliano coin» 
ciden las clases laterales derechas y las clases laterales izquierdas de un 
subgrupo S y que, en este caso, se omiten los adjetivos calificativos de- 
recha c izquierda. 

EJEMPLO 1. Sea G el grupo óetuple de permutaciones cuyos elementos son 
A Ra s AAA Una 
{= ( nr d y po cuyos elementos son i y li 


Sa, Se m Sf y Se — Sb. Por lo tanto, si se tienen dos clases laterales iguales Se 
y Sy, no se concluye que x = y, sino solamente que para cada elemento s de $ 
existe un elemento 1 de $ tal que ix — vy. 


EJEMPLO 2. Sea G el grupo aditivo de los enteros y $ el subgrupo de los 
múltiplos enteros de 3. En este caso, las clases laterales de $ son los conjuntos 
siguientes: Sm, Sm + 1, 3m +2. Aqui, puesto que usamos una no- 
iva para G, se escribe $ +a en lugar de Sa para una clase lateral 
$. Decir las clases laterales de $ son los conjuntos de enteros 
y 


i 


1 


derechas, pero debe hacerse notar que pueden establecerse y demos 
trarse afirmaciones semejantes para las clases laterales izquierdas. 





74 / Algebra superior 


Lema 1. El conjunto de elementos Ss, donde s es cualquier ele- 
mento del subgrupo S, es el subgrupo S. 

Se escribe Ss = S, dando a entender que la colección de elementos Ss 
es idéntica, excepto en el orden, a los elementos de S. Los elementos 
del conjunto Ss están en $ y todo elemento Y en $ está en Ss, puesto 
que s = (557^) s donde s'r7? está en S. 


Lema 2. Puede establecerse una. correspondencia. biunivoca. entre 
los elementos de un subgrupo S y los elementos de una clase lateral de- 
recha Sa de S en un grupo G. 

La correspondencia s+> sa es biunivoca puesto que sa = a implica 
=f. 


Lema 3. Dos clases laterales derechas Sa y Sb de un subgrupo S 
en un grupo G, son idénticas o no tienen elementos comunes, 


Sea x un elemento común a Sa y Sb; esto es, x = sa = sb. Entonces, 
S(sa) =S(sb). Sin embargo, S(sa) = (Ss)a= Sa, de acuerdo con el 
Lema 1 y, en forma semejante, S(sb) = Sb. 

Nótese cómo el ejemplo 1 ilustra el lema 3: Simm Sd, Saws $2, 
SewmS] y Sesm Sb. Por otra parte, $ no tiene elementos en común 
con Sa, Sc o Se; Sa no tiene elementos en común con $, $c o Se, etc. 


Teorema 15. Los elementos de un grupo G pueden separarse en 
clases laterales derechas mutuamente exclusivas de un subgrupo S en G. 


"Todo elemento a de G pertenece a alguna clase latera] derecha de S 
en G, a saber, la clase lateral derecha Sa, porque esta clase lateral con- 
tiene al elemento ia z e. De acuerdo con el lema 3, un elemento dado 
puede pertenecer a una y solamente a una clase lateral derecha de $. 
Por lo tanto, se han separado los elementos de G en clases laterales dero- 
chas mutuamente exclusivas de $. Frecuentemente se dice de a que es el 
representativo de la clase lateral derecha Sa, 

Obsérvese que, en realidad, se ha introducido una relación de equi- 
valencia entre los elementos de un grupo mediante la introducción de 
las clases laterales derechas. Por supuesto que, se dice que dos elementos 
a y b de G son congruentes, teniendo como módulo de congruencia 
al subgrupo $, si b 25a, donde s es un elemento de $ y se escribe a == b 
(mod S). Nótese que a = a puesto que a = ja. Si a= b, entonces b == 4, 
porque si b = sa entonces a = 57b. Además, si ass b y bem e, entonces 
acc, puesto que se tiene b=sa, e=Yb y de aquí que <= (sa) 
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= g'a. También es importante hacer notar que, si G es el grupo aditivo 
de los enteros y si $ es el subgrupo de los múltiplos enteros de un entero 
fijo m, el concepto de la separación de G en clases laterales del sub- 
grupo $ es el mismo que el de la separación del conjunto de los enteros 
en clases de residuos módulo m. Estableciendo que dos enteros a y b 
son congruentes módulo m es lo mismo que decir que pertenecen a la 
misma clase de residuos módulo m o a la misma clase lateral del sub- 
grupo 5. 


Teorema 16. Teorema de Lagrange. El orden de un subgrupo S 
de un grupo finito G ex un divisor del orden de G. 


Sea g el orden de G y sea s el orden de S. Sepárense los elementos 
de G en clases laterales derechas de $, digamos, k en número. De acuer- 
do con el lema 2, cada clase lateral derecha contiene el mismo número s 
de elementos. De aquí que sk = g. 


Corolario 1. El orden de un elemento de un grupo de orden finito 
divide al orden del grupo. 

La demostración es inmediata cuando se recuerda que todo elemento 
de un grupo genera un subgrupo cíclico del grupo. 


Corolario 2. Todo grupo de orden primo p es ciclico. 


, El orden del subgrupo cíclico generado por un elemento a 5 i, debe 
dividir al primo p y de aqui que debe ser de orden f. Por lo tanto, 
el grupo consiste de las potencias del elemento a. 


Corolario 3. Teorema de Fermat. Si a es un. entero y p un primo, 
entonces a? ss a (mod p). 


El grupo multiplicativo de los residuos diferentes de cero módulo f, 
donde p es un primo, es de orden p — 1 y 1 es su identidad. Por lo tanto, 
para todo entero a no congruente a O (mod 5), c^7* 1 (mod f) y de 
A PHA S 

p. 
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3. Encontrar todos los subgrupos del grupo éctuple de permutaciones. 

4. Encontrar todos los subgrupos del grupo simétrico de tres símbolos. 

5. AEE T Se SE Engo Saibro de caaan akolet an IN 
FUTT izquierdas del suberupo i — (1)(2) (5) (4), (12) (34), (13) (24), 

6. Probar que una condición necesaria y suficiente para que dos clases laterales 
derdha Se y Sd, de un nigra S, en um ge G, vum Mim e que 
ab^ sea un elemento de S. 

7. ¿Cuáles son los órdenes posibles de los subgrupos del gripo simétrico de cuatro 
simbolos? Encontrar ejemplos de tantos subgrupos como sea posible, 

&. Probar que el número de clases laterales derechas de un grupo finito es igual 
al número de clases laterales izquierdas del grupo, 


9- TEOREMA DE CAYLEY 


Para mostrar la relación íntima que existe entre los grupos de per- 
mutaciones y los grupos finitos, se probará el teorema de Cayley. 


Teorema 17. Todo grupo finito de orden n es isomorfo con un 
grupo de permutaciones sobre n simbolos. 


Considérese 
aptera 
hss Sy ttt sus, 
para j=1,2,+-*,m. Entonces, todo $, es una permutación de los » 
símbolos del grupo, ya que todos los elementos en la segunda línea de 


i A se > i 
5, 59, c0 598, 
son distintos. Es fácil ver que estas permutaciones forman un grupo 


que es un subgrupo del grupo simétrico de n símbolos. Ya que, de acuerdo 
con el corolario del teorema 13, solamente se ha establecido la cerra- 


dura. Ahora, 
al de s d 
(sissa (m cto Gus 
y (5)5 = nulya), donde ta = s es un elemento de C. De aquí 
que 5,5, es de la forma 
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N Ww *) 
Sa = 
Sm SaS I 
y la correspondencia biunivoca s; +> S; nos proporciona un isomorfismo. 
Porque, si 5% = Sm, entonces 


5 5 ES Sa 
Not nn e HU is soc Nu 


Este grupo de permutaciones recibe el nombre de grupo de permutación 
regular. Cada uno de sus elementos, excepto la identidad, desplaza m 
simbolos, 
xjuurio. Encontrar un grupo de permutación regular isomorío con el grupo 
de tres símbolos. Nómbrense los elementos del grupo simétrico de tres 
de la manera siguiente: 4 — (1) (2) (3), & — (123), & - (132), 
(12), a - (13), a — (23). la tación 
mutación regular a partir de la tabla de mul 


tiplica a la izquierda, pero, en ese caso, no se tiene el mismo isomorfismo que se 
estableció en el teorema. 


Grupo de permutación regular 
Sy == (5 sr) de s 
Sa + IIA s 

Sa = (isl 

Sa = (Is) ga. 
Sy + (515595 EU 
Sa = (5153535351) Sa 




















4 Anillos, dominios enteros y campos 


1: ANILLOS 


Ahora llevaremos nuestro estudio hacia los sistemas algebraicos que 
tratan con conjuntos cerrados bajo dos operaciones. Las dos operaciones 
se llamarán adición y multiplicación, y se usará la notación ordinaria 
para estas operaciones. Sin embargo, debe tenerse presente que estas 
operaciones pueden no ser la adición y la multiplicación ordinarias 
sino operaciones bien definidas que satisfagan los postulados dados, El 
más sencillo de estos sistemas es el anillo. 


pEPINICIÓN. Un conjunto de elementos a, b, c, ** forma un anillo R 
respecto de las dos operaciones de adición y multiplicación, si: 

1. El conjunto forma un grupo conmutativo respecto de la adición. 

2. El conjunto es cerrado respecto de la multiplicación. 

3. La ley asociativa a(bc) = (ab)c se cumple para la multiplicación. 

4. Se cumplen las leyes distributivas a(b + c) = ab + ac y 
(b ^F e)a 7 ba + ca. 


Puesto que el anillo es un grupo respecto de la adición, se cumplen 
todas las propiedades de grupo para la adición. La identidad única del 
grupo aditivo recibe el nombre de elemento cero del anillo, y se denotará 
por el símbolo ordinario para el número cero. Por lo tanto, a +0= 
0 + a= a para todo a en el anillo. Se denotará el inverso aditivo único 
de un elemento a por —a y se escribirá a+ (—a) =a—a=0 y 
a+ (—b) —a — b. Nótese que las propiedades del inverso aditivo y 
el elemento cero, nos proporcionan la ley de cancelación, si a +b = 
a c, entonces b — e; una solución única x= b— a de la ecuación 
a x b, y la regla — (~a) = a. 
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También puede probarse que a:0=0 puesto que a-0 + a'a = 
a(0 +a) =a'a=0 -a-a y de aqui que, de acuerdo con la ley de 
cancelación para la adición anterior, a-0=0, En forma semejante, 
aplicando la ley distributiva derecha, puede probarse que 0-a = 0. Sin 
embargo, la proposición inversa de que si a-b = 0, uno de los factores 


Un anillo en el cual la multiplicación es conmutati nom- 
1 iva recibe el 
bre de anillo conmutativo. Principalmente nos dedicaremos a los anillos 


EJEMPLOS, El estudiante puede comprobar que los en 
teros, Jos enteros pares 
de residuos módulo m, forman anillos conmutativos respecto 
anillos difieren en ciertos aspectos. El 


Divisores de cero 


Si ab = 0O y a0 y b340, entonces a p b reciben el nombre i 

" de divi- 
sores propios de cero. Así, se observa que el anillo de clases de residuos 
módulo m, es un anillo sin divisores propios de cero si y solamente «i 
m es primo. 


Elemento unidad 


Las propiedades usuales de los inversos aditivos pueden blecerse 
para los elementos de un anillo. Como una ilustración probaremos que 
(—a) (—b) = ab. Considérese s= (—a) (—b) + (—ajb + ab. Se de- 
mostrará que s ) (—5) y que s = ab. Primero, s = (—a) (—b) + 
(~a)b + ab = (—a) (—b) +[(—a) + ajb, aplicando la ley distribu- 
tiva derecha a los dos últimos términos Ya que [(—a) + ajb = 0-b 
=0, += (—a)(—b) +0= (—a) (—b). Por otra parte, si se aplica 
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la ley distributiva izquierda a los dos primeros términos, se tiene 
4= (—ajl(—b) + b] + ab = (—a) -0 + ab =0+ ab = ab, 


Ejercicios 


L Si los elementos del anillo de clases de residuos módulo 10, se denotan por 
0,1,2,::*,9, exhibir —2, —3, —(3:2), 3(72) y (73)2. 

2. Probar que en un anillo 
a “l-4€-e 

—(ab) == ( 

€ a(b—«e)-— 

3. Comprobar que los postulados para um anillo se satisfacen en la definición 
siguiente de un anillo de números: Un conjunto de números complejos forma 
un anillo si la suma, la diferencia y el producto de dos números cualesquiera, 
en el conjunto, están también en el conjunto. 





2- DOMINIOS ENTEROS Y CAMPOS 


Los anillos pueden distinguirse en muchas formas. Nos interesaremos 
particularmente en los anillos conmutativos que sean dominios enteros 
o campos. 


Dominio entero 

Un anillo conmutativo de, por lo menos, dos elementos es un domi- 
nio entero si contiene un elemento unidad u y no contiene divisores 
propios de cero.* 


Campo 

Un dominio entero es un campo si todo elemento a 7*0 tiene un 
inverso multiplicativo a7, tal que a7** a = u, 

En los ejemplos anteriores se observa que los enteros forman un do- 
minio entero, pero no un campo, que los enteros pares forman un 
anillo, pero no un dominio entero y que las clases de residuos módulo m. 
forman un campo si y solamente si m es primo. Los números racionales, 
los números reales y los números complejos, son ejemplos de campos 
respecto de las operaciones de adición y multiplicación. Se define un 
subcampo como un subconjunto de elementos de un campo que forman 
asimismo un campo, respecto de las operaciones dadas, obsérvese que 
los números racionales y los números reales son subcampos del campo 
de los números complejos. 

* Algunos autores no exigen la existencia de un elemento unidad para un 


dominio entero, Ver, por ejemplo, van der Waerden, Modern Algebra, vol 1, 
pág. 34, Frederick Ungar Publishing Co, Nueva York, 1949, 
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Es interesante establecer una segunda definición de la 
3 campo, la cual 
fácilmente se demuestra que es equivalente a la primera definición. 


Ejercicio 


Determinar sí los conjuntos siguientes son anillos respecto d. la adición y la 
multiplicación. Si son anillos, ¿son campos o dominios enteros? © , 


F 
| 
$ 
E 


con a y b enteros, 


| 
| 






PERES spas 
EREET 


EI meros « + b T9, con a y b racionales, 
xe racionales ii 

n d » (a,b) con la igualdad, la adición y 
la multiplicac siguiente: (a,b) — (e, d) si y 
solamen, Eb +d); (a,b) 


15. Probar que en un dominio entero ax — ey, a 7£0, implica - 
16. Probar az = b, donde a 9 0, tiene una solución inira x en 
un campo. Por lo tanto, siempre es posible la división en un campo, excepto 


entre cero. 
17. Comprobar que los postulados para un campo se satisfacen la siguiente 
definición de un campo numérico: Un conjunto de, por lo menso, des 
forma un campo si la suma, la diferencia, el producto 
cualesquiera, también son nümeros del con- 
división entre cero. 


i 
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3: COCIENTES EN UN CAMPO 


En un campo, la solución única a”*b, de la ecuación ax = b, donde 
a s 0, frecuentemente se denota mediante el cociente b/a. Por ejemplo, 
en el anillo de clase de residuos módulo 5, 2/3 significa 2:3-* =2-2 
= 4, Puede probarse que las reglas siguientes gobiernan a los cocientes: 


1. ajb = cjd si y solamente si ad = bc; 
2. ajb + cjd = (ad + be) /(bd); 
3. (a/b)(c/d) = (ac) / (bd). 


Ya que estas reglas pueden probarse fácilmente a partir de la definición 
de cociente, se deja la demostración al estudiante. 


Ejercicios 

1. Probar las afirmaciones (1), (2) y (3), dadas en el párrafo anterior. 

2. En el anillo de clases de residuos módulo 7, representar 1/3, —1/3, —3/5. 
3, Probar que en un campo: 


a (a/b) — (c/d) == (ad — be)/bd; 

b. sí a/b v^ O, entonces. (a/b) (b/a) ^ u; 
€ (—9)*- («*); 

d. — (a/b) = (—a)/b = a/{(—b); 

e (~a)/(—b) = a/b. 


4* CAMPO DE COCIENTES 


Tal y como se construyeron los números racionales a partir de los 
enteros, de manera que los números racionales contuvieran un subcon- 
junto isomorío a los enteros, puede construirse un campo a partir de los 
elementos de un dominio entero de modo que un subconjunto de los ele- 
mentos del campo sea isomorío al dominio entero. Se dice que el dominio 
entero está incluido en el campo. La construcción de este campo, Ila- 
mado campo de cocientes del dominio entero, es muy semejante a la 
construcción de los números racionales como parejas ordenadas de ente- 
ros, Será ütil para el estudiante el comparar cada paso en la construc- 
ción dada aquí, con el paso correspondiente en la construcción de los 
números racionales. 


Teorema 1. Puede construirse un campo a partir de los elementos 
de un dominio entero, 
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Scan a, b, c,*** los elementos del dominio entero J. Considérense las 
parejas ordenadas de elementos (a,b), con b7%0. Se define la igual- 
dad de dos parejas de la manera siguiente: (a,b) = (e, d) si y sola- 
mente si ad = be, Esta igualdad es una relación de equivalencia ya que 
se vo fácilmente que es simétrica y rellexiva, y se demuestra que es transi- 
tiva, Si (a,b) = (c,d) y si (c,d) = (e, f), entonces, ad = be y ef = 
de. De aqui que adf = bef = bde. Puesto que d0, puede aplicarse 
la ley de cancelación para la multiplicación (ver el ejercicio 15, pá- 
gina 82 y obtener af = be, la condición requerida para la igualdad 
de (a,b) y (e, f). Por lo tanto, se ve que las parejas (a, b) se separan 
en clases de parejas iguales. Una clase dada puede representarse por 
cualquier par de ella. 

Sean (a,b) y (ecd) representativos de dos clases cualesquiera. Se 
definen la suma y el producto de dos clases representadas por (a, 5) y 
(c,d), como las clases cuyos pares representativos se obtienen de la 
manera siguiente: 


(a,b) + (c,d) = (ad + be, bd), 
(a,b) : (e, d) = (ac, bd). 


El estudiante puede comprobar que se obtienen las mismas clases de 
suma y producto sí se reemplaza (a, b) por una pareja (a^, b^) = (a, b) 
y (ed) se reemplaza por una pareja (0, d') = (c,d). 

Falta por probar que estas clases forman un campo respecto de la 
adición y de la multiplicación. Los detalles de la demostración se dejan 
al estudiante, Debe comprobarse que se cumplen las leyes asociativa, con» 
mutativa y distributiva; que el elemento cero es (0, a), donde O es el 
cero del dominio entero; que el inverso aditivo de (a,b) es (—a,b); 
que el elemento unidad es (u, u), donde u es el elemento unidad del 
A de (a, b), donde a 0, 
es (b,a). 


Teorema 2. El campo de cocientes de un dominio entero contiene 
un subconjunto de elementos iomorfo al dominio entero. 


Se establece la siguiente correspondencia biunivoca entre los elementos 
a,b,c,*=* del dominio entero y las clases con pares representativos 
(a,u), (b,u), (c,u),*-* del campo de cocientes. Por lo tanto, si 


(e, u) ea y (b, u) €» b, 
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entonces 
(a,u) + (b,u) = (au + bu, u") = (a+ b,u) esa +b 
(a, u) * (b, wu) 7 (ab, u*) — (abu) €» ab, 


y se establece el isomorfismo. 

Si el dominio entero 1, ya es un subconjunto de un campo F, enton= 
ces el campo de cocientes de 7 es isomorfo con un subcampo del campo F. 
Puesto que puede establecerse la correspondencia biunivoca (a,b) e» 
ajb — ab-', donde a y b: 0 son elementos del dominio entero. Ob- 
sérvese que, en general, b~? no es un elemento del dominio entero. De 
aquí se ve por qué el campo de cocientes recibió ese nombre. Además, 
puede probarse que el campo de cocientes es una extensión mínima del 
dominio entero 1 hacia un campo, en el sentido de que cualquier campo. 
que contenga Í contiene un subcampo isomorío al campo de cocientes 
del dominio entero. 


xjnwrtos. Sea F el campo de números reales e 1 el dominio entero de 
los enteros. Entonces, el campo de cocientes de J es el campo de los números 
racionales, un subcampo de F, 

Determinar el campo de cocientes del dominio entero de clases de residuos 
módulo 3. Aquí, las clases del campo de cocientes son: 


0: (0,1), (0,2); 
(1,10, (2,2); 
2: (2,1), (1,2); 


Se ve que el campo de cocientes es isomorío con el dominio entero de clases de 
residuos módulo 3. 


Ejercicios 

L Probar que las clases de suma y producto del campo de cocientes, son inde- 
pendientes de los pares particulares (a,b) y (e, d) usados en la definición. 

2. Probar que las clases del campo de cocientes de un dominio entero obedecen 
las leyes asociativa y conmutativa para la adición y la multiplicación, y la 
ley distributiva. 

3. Probar que el inverso multiplicativo de la clase representada por (a, 5), 
donde a 35 0, es la clase representada por (bh, a). 

4. ¿Cuál es el campo de cocientes del dominio entero de las clases de residuos 
módulo 5? 

5. ¿Cuál es el campo de cocientes del dominio entero de los números comple- 
jos a + bi, donde a y b son enteras? 
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5: POLINOMIOS SOBRE UN DOMINIO ENTERO 


Sea x un simbolo arbitrario que es conmutativo con los elementos 
de un dominio entero /. Para un entero positivo m, sea a" = x- x Ux 
hasta factores, Además, se define u'a = x, donde u es el elemento 
unidad de 7. Un polinomio, en el dominio entero 1, es una expresión 
finita de la forma 


a) Iia) = a t ar H agè H h aa", 


donde los coeficientes a; son elementos de 1. La potencia de x que 
multiplica a a, es x°, que se define como igual a u. Si una potencia de x 
no aparece en f(x) se considera que su coeficiente es cero. 

Dos polinomios son iguales si y solamente si los coeficientes de las 
potencias semejantes de x son iguales; es decir, si y solamente si son 
idénticos. En esta definición de igualdad los polinomios se consideran 
como formas, no estamos discutiendo sus valores funcionales. Mantén- 
gase en mente que x es un simbolo arbitrario y que hasta el momento 
no se le ha asignado significado. Es un indeterminado, 

A continuación, definiremos la suma y el producto de dos polino- 
mios. Sca f(x) el polinomio (1) y g(x) el polinomio 


(2) g(x) — b, bur bur ++ baa", 
siendo los b, elementos en /. Entonces 
(3) f(x) x g(x) 9 (a, —- b.) t+ (a bn 


+ (aS — bu )xt ta et + bas, men 
y 


(4) Hix) elx) = abo + (abi + abe) x 
+ (asb, + ab, + abo) ab, 


siendo el coeficiente de x* 
Gaba + asbes + abya H-t H aabo 


Si a, 70, entonces n recibe el nombre de grado del polinomio f(x). 
Obsérvese que los polinomios de grado cero son los elementos diferentes 
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ini 1. El polinomio cero no tiene grado, Obsérvese 
T ed y rares polinomios es la suma m + n 
de los grados de los factores. 


Teorema 3. Los polinomios (1), en un dominio entero I, con suma 
y producto definidos por (3) y (4), forman un dominio entero. 

Este dominio entero se denota por [s] Se deja al estudiante la de- 
mostración en detalle. Pueden verificarse las leyes conmutativa, asocia 
y distributiva. Es obvio que el elemento cero y el elemento unidad, son 
dl slengo oii y dl ds sa de a ao A 
No hay divisores propios de cero, puesto que si f(x) y £ están dados 
2% (d y (2), con a, 5-0 y b. 70, el producto (4) no es cero ya 
que a,b. — 0 si y solamente si e, — 0, 6 si b. — 0. 


Ejercicios 

Establecer las propiedades siguientes en (x): 
La conmutativa para la adición. 

la s conmutativa para le meltoficadón: 
La asociativa para la odie 

La e asociativa para la multiplicación. 

Las leyes distributivas izquierda y derecha. 


pom; 


6 - CARACTERISTICAS DE UN DOMINIO ENTERO 


Sea u el elemento unidad del dominio entero T. El elemento unidad 
genera un grupo aditivo cíclico. Si 4 es un entero positivo, E 
uc: =-+ xc eon k términos. Tntorpretando aditivamente lae dateicionn 
y las leyes de los exponentes, establecidas para las potencias - les 
mento de un grupo, se tiene 0:u — 0, (-À)u — k(7u), ru su 
(rd sJu y s(ru) = (sr)u = r(su). Ahora, tal y como se ha visto, un 
grupo cíclico es isomorfo al grupo aditivo de enteros o al grupo aditivo 
de clases de residuos módulo m. En el último caso se probará que m es 
primo. 

Teorema 4, Si el grupo aditivo ciclico generado por u, el elemento 
unidad de un dominio entero, er de orden m > 0, m es un primo p. 

Sea m = rs. Entonces (ro) (ox) 5 (u-F wb ut ot 
du) =n ta Ho H t (r)u? 7 (r)u — 0. Pero ru y su son 

ir temm 
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elementos del dominio entero, que no tiene divisores propios de cero. 
De aquí que ru = 0, o bien su = 0, lo que contradice la suposición de 
que el grupo cíclico generado por u tiene orden m. Por lo tanto, m es un 
primo p. 


DEFINICIÓN, El orden del grupo aditivo ciclico generado por el ele- 
mento unidad u de un dominio entero se Ilama caracteristica del domi- 
nio entero, Por lo tanto, la característica es un primo positivo p o cero. 


Teorema 5. Un dominio entero cuya característica es cero, contiene 
un subconjunto de elementos que es isomorjo al dominio entero de los 
enteros, y un dominio entero cuya característica es un primo p, contiene 
tn subconjunto de elementos que es iromorfo al campo de clases de 
residuos módulo p. 


Si el grupo cíclico generado por u es de orden cero, entonces los 
elementos &u son distintos y la correspondencia biunivoca ku «» k es un 
isomorfismo, porque si ru «>r y mess, entonces ru +su = (r + shu 
rta y (ru) (su) = (rs)u esre. Si el grupo ciclico generado por u 
es de orden primo p, los elementos ku para los cuales k pertenece a la 
misma clase de residuos módulo p son iguales y la correspondencia 
ku €» C, donde C, denota la clase de residuos que contiene el entero k, 
nos proporciona un isomorfismo entre los elementos ku y las clases de 
residuos módulo p. 


Teorema 6. En un dominio entero todos los elementos diferentes de 
cero generan. grupos aditivos cíclicos del mismo orden. 


Sean u el elemento unidad y a cualquier elemento diferente de cero 
del dominio entero. Para un dominio entero de característica p, se com- 
prueba fácilmente que pa = p(au) = Plua) = (puja =0, Además, si 
ma — 0, donde a:40 y m0, entonces ma — m(ua) — (mu)a —0 
y de aquí que mu =0, dándonos m = kp; es decir, p es el menor en- 
tero m tal que ma = 0. Para un dominio entero de característica cero, 
ma 0 si a0 y mo, porque, en la misma forma, ma — (mu)a 
y mu 3 0 si m s& 0, (Nótese que aquí se está aplicando el símbolo 0 en 
dos formas diferentes. Cuando se escribe «5*0, se da a entender que 
a no es la identidad aditiva del dominio entero bajo consideración. Pero 
cuando se escribe m £0, se da a entender que m no es la identidad 
aditiva para los enteros), 

Puesto que los campos son dominios enteros, pueden separarse tam- 
bién en dos tipos esencialmente diferentes, campos cuya caracteristica 
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i de cocientes 
es un primo p y campos de característica cero, El campo 
del deuil entero de múltiplos enteros del elemento unidad is pd- 
caso de característica f, isomorío al campo de clases de resi luos 
dulo p, y en el caso de característica cero, isomorío al campo de —— 
racionales. Por lo tanto, un campo contiene un subcampo que a 
morfo al campo de clases de residuos módulo p o al campo de números 


racionales, 


7:DIVISION EN UN DOMINIO ENTERO 


A continuación, haremos una lista de algunas definiciones. que se 
aplican en cualquier dominio entero y veremos que son € 
las correspondientes definiciones dadas cuando se estudiaron las propie 
dades de divisibilidad de los enteros. 


Divi 
Un elemento b, en un dominio entero Z, es un divisor de un ele- 
mento a en J, si existe en Z un elemento c tal que a = be. 


Asociados y unitarios 
i dominio entero 1 son 
Dos elementos diferentes de cero, a y b, en un € n E 
islclados, d a dido e 0 yd dis a Un unitario es un asociado 
del elemento unidad de 7. 


" . Un elemento a, en un dominio entero Í, es un unitário 
en ia si titne un inverso multiplicativo en L er deck o 
lios y solamente aquellos elementos en I que tienen inversos multipli- 
cativos en T son unitarios. 

Ahora, si a es un unitario divide a u, el elemento unidad de J, re 
tiene ab = u. Por tanto, b es un inverso multiplicativo de a i 
parte, si a tiene un inverso multiplicativo b,ab — u y a divide a w. 
El elemento unidad u divide a cualquier elemento a en / puesto que 
au = a. De aqui que a es unitario. 





Teorema 8. Dos elementos en 1 son asociados si y solamente si uno 
es unitario multiplicado por el otro. 

Sean a y b asociados en I. Entonces, a = be y b= ad. De se 
a = adc, Pero también, a = au y de aqui que au = ade. Aplicando 
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ley de cancelación para la multiplicación, se tiene u = de lo que implica 
que e y d son unitarios. Por lo tanto, si dos elementos son asociados, 
uno es un unitario multiplicado por el otro, Por otra parte, si b = au’, 
donde w’ es un unitario tal que x'w” = u, entonces b divide a a, puesto 
que a= au = a(u'u”) = (au')u” = bu”, Puesto que b = au’, a divi- 
de a b y de aquí que a y b son asociados si uno es un unitario multi- 
plicado por el otro. 





Corolario, Cualquier elemento à en I es divisible entre los uni- 
tarios de I. 


Puesto que sí u' es un unitario tal que su” = u, se tiene a = au = 
a(u'u^) - (au”)u' y de aqui que x’ divide a a. 
Divisores propios e impropios 

Todo elemento a diferente de cero de un dominio entero es divisible 
entre sus asociados (por definición) y entre los unitarios del dominio 
entero (de acuerdo con el corolario del teorema 8). Estos divisores 


de a se llaman divisores impropios de a. Todos los demás divisores reciben 
el nombre de divisores propios. 


Primo o elemento irreducible 


_Un elemento a diferente de cero de un dominio entero que no es 
unitario y que no tiene divisores propios se llama primo o elemento 
irreducible, Si un elemento tiene divisores propios es reducible. 


wjxwPLOS. Puesto que todo elemento diferente de ampo tiene 
obe smultiplicativo, los unitarios de un campo soa tus elementos diferentes 

cero. 

En el dominio polinomíal /íx] los unitarios son los unitarios del dominio 
entero 1 de los coeficientes. Para probar este hecho, sea f(x) g(x) =u, el 
o unidad de I. Ya que el grado del producto de dos polinomios es la 
suma grados actores, tanto como deben ser polinomios 
i aes f(x) a(x) sr 

En el dominio polinomial F[x), donde F es los asociados 
nomio /() son ej (2), donde e es cualquier elemento diferente de cero del cargas 
inedia, minio entero de los enteros, los enteros primos son jos elementos 


El polinomio +* — 2 es irreducible en el campo de los números racionales, 
pero, puesto que. (x — V2)(x V2) — »' — 2, cl polinomio a — redu- 
cible en el campo de los números reales. Er E ME 


Obsérvese 
Macash en una propiedad que depende del dominio entero que se com 


. Para ilustrar un poco más las definiciones amteriores, considérese el do- 
minio entero / cuyos elementos som de la forma a + BV13, donde a y b son 
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enteros. Se deja al estudiante la realización de las demostraciones que se omiten 
en las afirmaciones siguientes Sea a a 4 BV1S. Definimos N(a) = (a + 
bVI3)(a— bY 13) — a? — 1387, del cual se observa que es entero, N(a) re- 
cibe el nombre de norma de a. 

1. Probar que Níaf) > Nla)N (8). 

2. El elemento a es unitario si y solamente si N(a) — 51. A 

Si Na) +1, entonces a es unitario porque (a +13) (a — 6V13) = +1 
y 2 3 b VIS divide al elemento unidad 1. Si e cs unitario, se tiene «fi = 1 y de 
aqui que N(afl) — N(«)N(À) — 1. Como Nía) y N(8) son enteros, N(a) = 
+1 y NB) =*+L 

3. 18—5v13 y —10 — 5V13 son unitarios, PR 

4 1a Vi$3—(—18—5yV13)(—47  13VI3) y —4 & 13V13 — (18 
— 3113) (1 + VI3) son asociados pero no unitarios. 

5. 2,—5 — V13 y 3 — V13 son primos de 7. Puesto que, supóngase que 
aB - 2; entonces, N(afl) — N(a)N(B) —4, de modo que Nía) = $2 6 *4, 
6 N(B) — 2 6 24. Supóngase que Nía) — 54; entonces, Nf) - *1y fes 
unitario, En forma semejante, si N(J) — 4, e es unitario, y abora supángase 
que N(a) ^52 — at — 135? donde a —- a & b V 13. Entonces a? 5 5:2 (mod 13). 
Fácilmente so ve, probando las pombilidades 0, 21, 52, %3, +4, £5 y 56 
para a, que esta congruencia no tiene solución. De aqui que, si af — 2, « 6 f 
cs unitario, asi que 2 es primo en J. En forma semejante, si af = —3 — VIS 
6 3 — VŪS, se tiene N(a)N(B) — —4 y siguiendo los mismos pasos puede de- 
mostrarse que a ô f es unitario, Ls 

6. Obsérvese que 4 2-2 = (—3 — V13)(3 — VI3) y de aqui que la 
factorización única en elementos irreducibles o primos no so cumple en I. 


Los conceptos de divisibilidad, discutidos en esta sección, se aplicarán 
en el siguiente capítulo al dominio entero particular de polinomios en 
un campo. 


Ejercicios 

1. En el dominio entero F[x], donde F es el campo de los números racionales, 

¿es el polinomio 2 — 2 un divisor de * — 1?; ¿es 2 — 2 divisible entre 

el polinomio 3? Si la respuesta es sí, exhibir la factorización. 

¿Cuáles son los unitarios del dominio entero de las clases de residuos mó- 

dulo 5? 

¿Cuáles son los unitarios del dominio entero de los números complejos de 

forma a + bi, donde a y b son racionales? 

4. ¿Son unitarios 1, —1, í, —í, en el dominio entero de los números complejos 
de la forma a + bi, donde a y b son enteros? 





" 


* 
EA 


8 * DOMINIOS ENTEROS ORDENADOS 


Los enteros se dividen en tres clases: los enteros positivos, los enteros 
negativos y cero. A continuación, generalizaremos este concepto para 
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DEFINICIÓN. Se dice que un dominio entero 1 es ordenado, si existe 
un subconjunto P de elementos de / tales que para todo elemento a de 1 
se cumple una y solamente una de las siguientes alternativas: (1) a está 
en P; (2) —a está en 1; 6 (3) 4 7 0, y, si x está en P y y está en P, 
también lo están x+ y y xy, El conjunto P recibe el nombre de con- 
junto de elementos positivos de I. 


zpeurLOs. Los enteros, los números racionales y los múmeros reales, todos 
son dominios enteros ordenados bajo la definición usual de número positivo. 


Los números complejos no forman un dominio entero ordenado, Para 
demostrarlo, primero se probará un teorema. 


Teorema 9. Si Y es la identidad multiplicativa de un dominio entero 
ordenado 1, entonces 1 es un elemento positivo de L 


Ahora, 1 50 y, si 1 no está en P, —1 está en P, Pero entonces, 
(71) (71) = 1 está en P, una contradicción. 

A continuación, considérese el número complejo i. Puesto que i 0, 
i está en P o sea —i está en P. Pero si i está en P, i i= —1 está en P, 
lo que contradice al teorema 9. De aquí que —i está en P. Pero, una 
vez más, entonces se tiene (—i)(—i) — —1 en P y de aquí que los 
números complejos no pueden ser ordenados. 

Pueden definirse las desigualdades en cualquier dominio entero or- 
denado: a > b si y solamente si a — b estå en P, En particular, a > 0 
si y solamente si a — 0 = a está en P. De modo semejante, se dice que 
a< b si y solamente si b — a está en P. A partir de estas definiciones 
pueden extenderse los resultados de la Sec. 9, Cap. l, para cualquier 
dominio entero ordenado. 

Todo campo es también un dominio entero y es natural que se defina 
un campo ordenado como un campo para el cual, cuando se considera 
como un dominio entero, es un dominio entero ordenado. Por otra parte, 
supóngase que se tiene un dominio entero ordenado / que no es un campo 
y so forma el campo de cocientes F de 7. Recuérdese que el campo de 
cocientes consiste de clases de pares (a, b) con a y b elementos de 1, 
Además, se ha demostrado que la identidad aditiva de F es la claso 
de pares de la forma (0, a) y que 1 es isomorfo al conjunto de clases 
con representativos (e, 1), Debido a este isomorfismo y al hecho de que 
una clase dada puede representarse por cualquiera de las parejas que con 
tiene, puede considerame que todo elemento de J es un elemento de F. 
Ahora se dirá que una ordenación de I se extiende a una ordenación 
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de F, si un elemento a de 1 es un elemento positivo de / si y solamente. 
si es un elemento positivo de F. 


ema 10. Sea 1 un dominio entero ordenado y F el campo de 

ns de 1. Entonces, la ordenación de 1 puede extenderse a ung or- 
denación de F en una y solamente en una forma. peu 
(a,b) es un representativo de uno de los elementos de F, entonces (a, ) 
es un elemento positivo de F si y solamente sì ab es un elemento posi- 
tivo de L 

En todo dominio entero ordenado el cuadrado de cualquier ele- 
mento diferente de cero es positivo, puesto que a* = (—a)* y a es po- 
sitivo 6 —a es positivo. De aquí que, si (a, 5) (b 70) es un elemento 
positivo de F, también lo es (a,b)(b,1)*= (ab, 1). Por P 
(a, b) es un elemento positivo de F, ab es un elemento positivo s 

Por otra parte, supóngase que se define (a, b) como un elemento 
pesivo ds P ai y soles sj a es un deseado poskia dè i A 
si (a,b) (0,1), ab0 y de aquí que ab > 0 6 ab < 0. Si ab < A 
—(ab) = (—a)b > 0. De aquí que (a,b) es cero, (a,b) e po 
6 —(a, b) = (~a, b) es positivo, y solamente se cumple una de es 
alternativas. Si (a,b) y (c,d) son elementos positivos de F, entonces 
(a, b) (c, d) 7 (ae, bd) es un elemento positivo de F, Lay T 
(ac) (bd) = (ab) (ed) es un elemento positivo de 7. esu K 
y (c, d) son elementos positivos de F, entonces (a, b) + (c, d) n 
be,bd) es un elemento positivo de F, puesto que (ad + be) (cd) 
(ab)d* -- (cd)b* es un elemento positivo de J. De aquí que F es un 
campo ordenado. 


Ejercicios 
1. Probar que en todo campo ordenado: 
0< 1/a si y solamente si a > 0. 
b 0 xc b laplea que 0< 1/b < 1/0. 
e «<b<0 implica que 0 > 1/4 > 1/b. 
d tatoan. 


2 Demostrar que: 
a. En todo campo, a/b + a/e = a/(b - e) implica que a= 0 ó b + be 
+0. E 
b. En un campo ordenado, eso implica que a = 0. 





5 Polinomios sobre un campo 


1' ALGORITMO DE LA DIVISION 


Ahora se establecerán las propiedades de divisibilidad de los polino- 
mios sobre un campo que son análogas a las propiedades de divisibilidad 
de los enteros. 


Teorema 1. Algoritmo de la división. Si g(x) 40 y f(x) son dos 
polinomios cualesquiera sobre un campo F, existen los polinomios únicos 
q(x) y r(x) en F tales que 

f(x) 7 g(x) *q(x) * r(x), 
donde r(x) puede ser cero o de un grado menor que el grado de g(x). 


Sea 
fir) =a tart t at 


glx) = be t binte t bar”, ba 0. 


Si f(x) es cero o si el grado de f(x) es menor que el grado m de g(x), 
se tiene la representación 


f(x) =0- g(x) + f(x). 


Por tanto, sea n > m, Entonces, fórmese la diferencia 


a) 10) — Errata) = fla). 


95 
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Ahora, f(x) es un polinomio sobre F de grado menor que n. Se realiza 
la demostración por inducción, Supóngase que el algoritmo es cierto para 
todos los polinomios sobre F de grado menor que n. Puesto que f,(x) es 
ese polinomio, puede escribirse 


(2) fix) ^ qi) glx)  r(x), 


donde r(x) es cero o de grado menor que cl grado de g(x). Entonces, 
puede escribirse (1) con la ayuda de (2) como 
f) = F agla) = qila) g(z) + ria), 
y de aqui que - 
fe) - [55 7 nt] nm m 
(x) g(z)  r(2), 


y se tiene la representación deseada de f(x). 
Falta por demostrar que los polinomios q(x) y r(x) son únicos. Su- 
póngase que existe un segundo par de polinomios g'(x) y r'(x) tales que 


f(x) 7 g'(x) 20) +r (0, 


donde Y (x) es cero o de grado menor que el grado de g(x). De aqui que 


qx) + 2(x) + rx) 9 q(x) -gix) +r(x) 
2 la (e) — q()] 7 1(x) — (3). 


Ahora, el segundo miembro de esta ecuación es cero o de grado menor 
que el grado de g(x). Por lo tanto, a menos que q'(x) — q(x) = 0, se 
tiene una contradicción. En consecuencia, g'(x) = g(x) y r(x) = r(x}. 

El polinomio q(x) se llama cociente y el polinomio r(x) recibe el 
nombre de residuo en el algoritmo de la división, 


Corolario 1. Teorema del residuo, Cuando un polinomio f(x) se 
divide entre x — a, el residuo es f(a). 


Este hecho es inmediato a partir del algoritmo de la división, porque 
cuando se sustituye g(x) por x — a, el resto se transforma en r, un ele- 
mento en el campo, y se tiene fla) = (a — a) * q(a) +1r=r. Por lo 
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tanto, f(x) = (x— a) q(x) + f(a). A partir de esta última fórmula 
se ve inmediatamente que f(x) tiene el factor x — a si y solamente si 
[(a) =0, De aquí se tiene el siguiente corolario. 


Corolario 2. Teorema del factor. Un polinomio f(x) es divisible 
entre x— a si y solamente si f(a) = 0. 


verixición. Un elemento a recibe el nombre de cero de un poli- 
nomio f(x) si f(a) — 0. 


2 - DIVISION SINTETICA 


Para encontrar con mayor facilidad el cociente q(x) y el residuo r, 
cuando se divide un polinomio f(x) sobre un campo F entre el polino- 
mio x — c en F, se introduce el método de la división sintética. Sea 


f(z) 9 a, tarh av unm! baut 
qx) = ba bx bb arm 


JE) =- oge) tr 
= (r — cba) + (ba — chide + (b, — ch)ot + +. 
A H baat", 


Igualando los coeficientes de f(x) cuando se expresa en estas dos for- 
mas, se tiene 


a, bu dua m bua m bua a m iy Chy Gg = r — chy 


Para realizar los cálculos puede arreglarse el trabajo de la siguiente 
manera: 


a, a ... 4 le 
es cod o 


—————————————————— 
boim, boamauía bua co by ma ob rm ao 
Por lo tanto, enlistando simplemente los coeficientes y realizando multipli- 
caciones y adiciones sencillas, puede leerse el cociente y el residuo direc» 
tamente en la última línea. 
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xjumeto. Encontrar el cociente y el residuo cuando se divide el polinomio 
3 — 4x 4 2 entre x 4 3, Aplicando la división sintética, se tiene 


3 0 -4 2 [3 
-9 127 o E f 


3-9 2 -9, i 





la cual proporciona $5 — 9x - 23 como cociente y —67 como residuo. 


Ejercicios 

1. Encontrar el cociente y el residuo cuando: 
a. So divide —e + 7% 410% — 5 entre x — 2 
b. Sc divide 3a + 6x — 3x entre x + l; 


Y + dentro x — i. 


Si f(x) — 26 4. à — 1, encontrar [(2), f(—9), fti). 

En el campo de las clases de residuos módulo 5, exhibir el cociente y el residuo 
cuando se divide el polinomio Jx' + 41 + 2x — 2 entre 204 1. 

4. Determinar si los siguientes polinomios son reducibles o irreducibles sobre 
el campo de las clases de residuos módulo 5. ¿Sobre el campo de las clases 
de residuos módulo 7? 


a rers 
b Pitrat 





mn 


3: MAXIMO COMUN DIVISOR 
Polinomio móni, 


Un polinomio recibe el nombre de mónico * si cl coeficiente de la 
mayor potencia de x es el elemento unidad del campo. 


Un polinomio d(x) es un máximo común divisor de dos polinomios 
f(x) y alx) si d(x) divide a f(x) y g(x) y si a(x) es un divisor común 
de f(x) y g(x), entonces a(x) divide a d(x). Obsérvese que, si existe 
un máximo común divisor d(x), entonces todo asociado de d(x) tam- 
bién es un máximo común divisor de f(x) y g(x). Frecuentemente se 


dice que ese asociado de d(x) que sea mónico es el máximo común 
divisor de f(x) y g(x). 


Teorema 2. Algoritmo Euclideano. Dos polinomios f{x) y g(x) di- 


* Se um este término como traducción del vocablo inglés monie, (N. de T.) 


Polinomios sobre un 


ferentes de cero sobre un campo F, tienen un máximo común 
dix) sobre F. 


La demostración es la misma que la demostración para la 
ción del máximo común divisor de dos enteros diferentes de cero, 
aplica el algoritmo de la división a /(x) y g(x), obteniendo 


(3) f(x) =8(x) (x) - r(x), 


donde r(x) es cero o de grado menor que el grado de g(x). Si r(x) 
es cero, entonces un máximo común divisor de f(x) y g(x) cs el propio 
glx). Si r(x) 7-0, se probará que un máximo común divisor de f(x) 
y g(x) es un máximo común divisor de g(x) y r(x), reduciéndose en 
esta forma el problema de encontrar un m.cd, de f(x) y g(x) al encon» 
trar un m.c.d. de g(x) y r(x). Sea d(x) un máximo común divisor de 
fix) y glx) y sea d'(x) un máximo común divisor de g(x) y r(x). 
Puesto que d'(x) divide a g(x) y r(x), de acuerdo con (3) se ve que 
divide a f(x), y de aqui que es un divisor común de f(x) y g(x). Por 
lo tanto, d'(x) divide a d(x). En forma semejante, (3) demuestra 
que d(x) divide a r(x) y, por lo tanto, d'(x) es divisible entre d(x). 
De aquí que d(x) y d'(x) son asociados y solamente difieren en un 
factor que es un elemento de F. 

Ahora, aplicando el algoritmo de la división a g(x) y r(x), se obtiene 


g(x) 7 r(x) *ai(x) t n(x), 


donde r[x) es cero, o de grado menor que el grado de r(x). Si (x) 
= 0, entonces r(x) es un máximo común divisor de f(x) y g(x). Si 
m(x) 70, entonces se tiene, tal y como se obtuvo anteriormente, que 
un med. de g(x) y r(x) es un med. de r(x) y r(x), reduciéndose 
el problema de encontrar un m.c.d. de f(x) y g(x) al problema de 
encontrar un m.c.d. de r(x) y ri(x). Puede continuarse de esta manera, 
obteniéndose la sucesión de ecuaciones 


SE) = g(2) gie) + ria), 
gx) = rin) * qux) + nsi), 
riz) = r2): qx) irn), 
rlz) m nn) - quin) e na), 
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(4) mLa) = rialak) * quals) + rj(x) 


rer) m ru aen) qur) + ra (2), 
Tec) m rur): qu a) 


Este proceso muestra que, finalmente, debe obtenerse un residuo cero 
puesto que un residuo dado r(x) es cero o de grado menor que el 
grado del residuo precedente r,,(x). Obsérvese que un polinomio de 
grado cero, es decir, un elemento del campo, divide a todo polinomio 
sobre el campo. De aquí que, si el proceso no finaliza antes de obtener 
un polinomio de grado cero, el paso siguiente asegura la obtención 
de un residuo cero. El último residuo diferente de cero, ra(x), es un 
med. de f(x) y g(x) porque, denotando un m.cd. de f(x) v 
g(a) por (fg), s tiene (fg) = (g7) — (nn) — 7 = (Tam Taa) = 
(Tais a) = ra 

Ea el cálculo real de un m.c.d. de dos polinomios, puede simplificarse 
el trabajo multiplicando uno o más de los residuos, o los polinomios 
dados, por un elemento diferente de cero del campo. Puesto que todos 
los m.c.d. son asociados, esta multiplicación no cambia el med. El úl 


timo residuo simplemente se multiplica por un elemento del campo. Ade- + 


más, debe observarse que el proceso de encontrar un m.c.d. solamente 
está relacionado con operaciones racionales realizadas con los coeficientes 
de los polinomios dados. Por lo tanto, los coeficientes de un m.cd. 
siempre son elementos en el menor campo que contenga los coeficientes 
del polinomio dado. 


Teorema 3. Sea d(x) un m.cd. de los dos polinomios f(x) y g(x) 
sobre el campo F. Entonces existen los polinomios m(x) y n(x) sobre 
F, tales que 


d(x) * m(x! *g(x) + n(x) f(x). 


Esta afirmación puede probarse expresando los residuos sucesivos 
de las ecuaciones (4) en términos de f(x) y e(x), asi: 


r(x) 2 f(x) — g(x): q(x), 
nlx) = glx) — v(x) q(x) 7 elx) — aGO[f(x) — gx): q(x)] 
- —qx) f(x) + [1 + (0 qa) lelo, ete. 
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Puede darse una demostración general por inducción, Sea 
rlx) = m(x) gix) mui fx) 


para todo j 2 k. Denotando r(x) por r,(x), se ve que rj(x) se ha ex- 
presado en la. forma deseada para j 7 0, 1. A partir de las ecuaciones 
(4), se tiene 


maals) =na(x)quíx) > + nx). 


Resolviendo esta ecuación para r(x) y sustituyendo los valores para 
mla) y rral), dados por la hipótesis de inducción, se tiene 


ralz) = —qu( e) [mr (x) * g(x)  ma(x) f(x)] 
+ [mualx) glx) + naal) + 1()] 
= [—quíx) ma(x) + mes(x)le(x) + [—quíx) * me (x) 
+ mala a, 
y se completa la inducción. 


vxrinición. Se dice que dos polinomios f(x) y g(x) sobre un 
campo F son relativamente primos si su måximo común divisor es el 
elemento unidad de F. 


` 


xjwwPLO. Encontrar e] mcd. de los dos polinomios f(x) e 2* + a + 
+20+3 y g(x) 1 + 1 + Ah H- 3x 4 3 sobre el campo de clases de resi- 
duos módulo 5 y expresarlo en la forma m(x) + g(x) + n(x) + (1). Se encuen- 
tra que 

Ia) — lx) (1 4 4) + 40 4 27 4 2041 
gíx) — (48 2 28 - 2x 4 1) (4e 4 2) 28 4 4, 
Ad 4 2 + 2 + lo (2 4 1) (2x + 1). 


Por lo tanto, 247 4- 1 es un m.c.d. y su asociado mónico, x^ -- 3, ex el med. Para 
expresar el med., en la forma deseada, se aplican las ecuaciones anteriores, ob- 
teniendo 


25 2d gx) — (A 228-26 4 1) (Ax & 2) 
- gix) — lj(«) — gla) (x 4 4)]4x v 2) 
= (AP + 3x + Aela) — (x 2), 


HS (2 de 2)g(n) + (30 + 0/0). 


Ejercicios 
1, Encontrar el máximo común divisor de los dos polinomios f(x) y gls) sobre 
el campo de coeficientes indicado y expresarlo en la forma m(x) gl) + 
n(x) - fx). 
A 56 3 alo) = a — 3 — 2 sobre el 
campo de los números racionales. 
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b. f(x) Y — 50 +6 + 4x8, ala) à — à — 4a + 4 sobre el 
campo de los números racionales, 
€ [f(n) 1 — diz +3, gla) - 2 — i sobre el campo de los números 
complejos. 

2. Encontrar e] m.c.d. de los sigui de sobre el de 
de < : iguientes pares polinomios sobre el campo 
2 fx) 4-4 +5 —4r +1,  glx) = 81 — 60 4 5x2 
b. jH) =t ttrt, pa) =d, 

3. Encontrar el m.c.d. de los siguientes pares de polinomios sobre el campo de 
las clases de residuos módulo 3: 

a fe) d+ 20 +10 22s, glr) — i nr B at 
b. f(x)emà$ 428-223, —g()er 42. 


4. Determinar la constante e si el máximo común divisor de f(x) y g(x) sobre 
el campo de los números racionales es lineal. Para cada valor de € obtenida, 
¿cuál es el máximo común divisor? 


a fie) =a + etma t le, gx) = Hem 
Da) = d+ (e 6x4 21, gis) h (e + 2)a t 2e. 


4 TEOREMAS DE FACTORIZACION 


Continuaremos con la lista de todos aquellos teoremas para los poli- 
nomios sobre un campo, que son análogos a los teoremas probados para 
los enteros. g 

Teorema 4. Si p(x) es un polinomio irreducible sobre un campo F 
y si p(x) divide al producto f(x) -g(x) de dos polinomios sobre F, en- 
tonces p(x) divide a f(x) o p(x) divide a g(x). 

Supóngase que p(x) no divide a f(x). Suponiendo que p(x) es irre- 
ducible sobre F, sus únicos divisores son sus asociados y los unitarios del 
campo. De aquí que p(x) y f(x) son primos relativamente y su m.c.d. 
es el elemento unidad u del campo. Por lo tanto, existen los polinomios 
m(x) y n(x) sobre F tales que 


u= màx) : pix) + n(x) > f(x). 
Multipliquese esta ecuación por g(x) para obtener 
g(x) = m(x) pix) (x) + nl) - fl) gla). 


Aplicando la hipótesis de que p(x) divide a /({x) > g(x), se ve que 
p(x) es un factor del segundo miembro de la ecuación anterior. De aquí 
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que también es un factor del primer miembro de la ecuación, y se esta- 
blece el teorema, 
Se dejan al estudiante las demostraciones de los dos woremas si- 


guientes, 


Teorema 5. Si un polinomio irreducible p(x) sobre un campo F di- 
vide el producto de n polinomios q(x) ` q(x) *qu(x) sobre F, divide 
a algán factor qi(x). 


Teorema 6. Si f(x) y g(x) som polinomior primos relativamente 
sobre un campo F, y si f(x) divide al producto g(x) - h(x), entonces 
f(x) divide a h(x). 


Teorema 7. Teorema de la factorización única. Un polinomio f(x) 
de grado positivo sobre un campo F, puede expresarse como un elemen- 
to de E multiplicado por un producto de polinomios mónicos irreducibles 
sobre F. Esta descomposición es única excepto en el orden en que se 
presentan los factores. 

Primero, se probará que esa descomposición es posible, Si f(x) es 
irreducible, la descomposición está realizada. (Obsérvese que si f(x) 
es de grado 1, es irreducible). Ahora, supóngase que f(x) es reducible 
de modo que f(x) = g(x) * h(x), donde g(x) y A(x) son polinomios de 
grado menor que el grado de f(x). Hacemos la hipótesis de inducción 
de que la descomposición es posible para todos los polinomios de grado 
menor que el grado de f(x). Por lo tanto 


glx) = epla) ` pala) “+t pix) 
* h(x) =p (3) pat) ee pa (a) 
donde c y e son elementos del campo y donde los p,(x) y P(x) son 
polinomios mónicos irreducibles sobre F. Entonces, se tiene 
f(x) = glx) hx) — ec px) > plx) + pa (x) (0. 


Por lo tanto, la inducción se completa y la descomposición se realiza. 
Falta por probar que la descomposición es única. Supóngase la exis- 
tencia de dos descomposiciones 


flx) = ep lx) + pala) >=> pala) 
= dqu(x) * qs(x) ^^ qe(x). 
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Puesto que estos polinomios irreducibles son mónicos c — d. Puesto 
que f(x) es irreducible, divide a algunos qi(x). Como hix) y «(x 
son mónicos e irreducibles, su cociente es el clemento unidad del campo 
y de aquí que pi(x) = qu(x). Dividiendo entre este factor común y £ 
se obtiene 


falx) = pafa) = pala) = q(x) + grala) quelo) + qu(x). 


Ahora, f,(x) es un polinomio de grado menor que el grado de f(x). 
En consecuencia, puede hacerse una hipótesis de inducción para el efecto 
de que la descomposición es única para todos los polinomios de grado 
menor de f(x), Por lo tanto, la descomposición de f,(x) es única, n = m, 
y los dos conjuntos de polinomios son idénticos. De aquí que se tiene 
la descomposición única de f(x), 


Ejercicios 


£ Probar los teoremas 5 y 6. 

. Hacer una lista de los polinomios mmóni de segundo grado sobre ampo 
de las clases de residuos médulo 3. ¿Cuáles son Imedocilaso s 

: poeonerar la descamposición de lor polinomios ducite. 

l Encontrar lescomposición de los siguientes polinomios sobre el 
de los números racionales y sobre el campo de los números complejos. 
(a) P-1 (0) £—1H (c) 1 (Sugerencia: Recuérdese que 
S ans er polinomios son raíces de la unidad Y. 

h descomposición de los siguientes polinomios sobre el campo 
de las clases de. residuos módulo 3: (a) 4x42; (b) 287 ud. 


5. Demostrar que $e 1 j 
ls cud dd M^ polinomio irreducible sobre el campo de 


6. Si A(x) es relativamente primo tanto a /( 
F, probar que A(x) es relativamente MIU Mew apri 


5: CEROS DE UN POLINOMIO 


Teorema 8, Un polinomio f(x) de grado positivo n tobre un cam- 
po F tiene cuando más n ceros en F, 


Sea f(x) = a. + ar ++" + aaa”, con 4. 5 0. Si f(x) tiene un cero r,, 
el teorema del factor nos da f(x) = (x — ri)q(x). Mediante una susti- 
tución se ve que un cero de q(x) es un cero de f(x). Por lo tanto, f(x) 
tiene como ceros a r; y a los ceros de q(x), Por otra parte, f(x) no tiene 
otros ceros que no sean r; y los ceros de q(x), porque si a fuera un 
cero de f(x), que no sea r, ni un cero de q(x), podria tenerse f(a) — 0 
7 (a— r)g(a). Puesto que ni q(a) ni a — r, son cero y puesto que 
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no existen divisores propios de cero en un campo, esta igualdad es im- 
posible. Ahora, puede hacerse la prueba por inducción. El polinomio 
q(x) es de grado n — 1 y de aquí que se hace la hipótesis de inducción 
de que q(x) tiene cuando más n — 1 ceros. Así, f(x) tiene cuando más 
n ceros y se completa la prucba observando que un polinomio de grado 
1, a, d a x(a, 0) tiene sólo un cero, —a,/4. 


Teorema 9. Si el polinomio f(x) = as + ax +*+ + ax" sobre un 
campo F, tiene los n ceros Fi, fe` tn en F, entonces f(x). puede eseri- 
birse univocamente como a,(x — n) (x — n) *(x — n). 


Puesto que r, es un cero, f(x) — (x — n)q(x). De acuerdo con el 
teorema 8, los ceros de fíx) som r, y los ceros de q(x). Si f(x) es de 
grado 1, q(x) es un elemento de F y, evidentemente, el teorema se cum- 
ple. Por tanto, supondremos que f(x) es de grado mayor que 1 y que los 
ceros de q(x) son 7, rs, ***,r«. Ahora, hacemos la hipótesis de induc- 
ción de que si un polinomio de grado m < n tiene m ceros puede escri- 
birse en forma factorizada. Obsérvese que q(x) es de grado n — 1 y 
que el coeficiente de su mayor potencia de x es as- Por lo tanto, q(x) = 
a.(x — n)(ix — n): (x — rs) y f(x) = (x — n)q(x) tiene la forma 
factorizada requerida, El teorema de la factorización ünica nos dice que 
esta descomposición es única porque los x — r, son polinomios mónicos 
irreducibles sobre F. 

Daremos sin demostración * el llamado teorema fundamental del 
álgebra. 








Teorema 10. Un polinomio de grado positivo sobre el campo de 
los números complejos tiene un cero que es un número complejo. 


Teorema 11. Un polinomio f(x) =a, + ax += + asx", con 
2.70, sobre el campo de los números complejos, tiene exactamente 
n ceros que son números complejos. 


Sin=1, f(x) = a + ax, y el teorema evidentemente se cumple. 
Si n > 1, se observa que, de acuerdo con el teorema fundamental del 
Álgebra, f(x) tiene un cero r que es un número complejo, De aqui 
que f(x) 7 (x — ri)q(x). Además, q(x) es de grado n — 1 y, sin — 1 
20, q(x) tiene una raíz r, que es un número complejo, Hacemos la 


* Tres e dementrcione están relacionadas cos concisa aereos 
t jemplo, la. continui n er, por ejemplo, . D. Birknoff. MacLane, 
Maa Modera “Algebra (edición revisada), Nueva. York, The Macmillan OBS 
1953, . 107-109. 
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hipótesis de inducción de que un polinomio de grado m «^ sobre 
el campo de los números complejos tiene exactamente m ceros, De aqui 
que q(x) tiene exactamente » — 1 ceros y f(x) tiene exactamente " 
ceros, lo que debía demostrarse, 

De aquí que, de acuerdo con el teorema 9, f(x) puede escribirse 
univocamente en la forma f(x) = ax — 1) (x— 13) ==" (x— ra). Por 
lo tanto, los únicos polinomios mónicos irreducibles sobre el campo de 
los números complejos son lineales, 

Ahora, particularicemos el campo de coeficientes al campo de los 
nümeros reales y se ve que la descomposición está dada por el teorema 
de la factorización única. 


Teorema 12, Si un polinomio f(x) sobre el campo de los números 
reales tiene el cero a + bi, donde b 0, tiene el cero conjugado a — bi. 


Fórmese el producto [x — (a -- bi) Ix — (a — bi] (x — a)? + b 
del cual se observa que es un polinomio con coeficientes reales. De aquí 
que, cuando se divide f(x) entre este polinomio, se obtiene un cociente 
y un residuo sobre el campo de los números reales. Por lo tanto, f(x) = 
[(x — a)* - b*]g(x) -- r(x), donde r(x) es cero o cuando más de 
grado 1. Por supuesto que se desea probar que r(x) =0. Sea r(x) = 
mx + n, Ahora, f(a + bi) = 0 = m(a + bi) + n, Por lo tanto, ma + n 
=0 y mb=0, Puesto que b0, m = 0 y de aquí que n — 0. Así, 
r(x) — 0 y f(x) tiene el factor x — (a — bi) si tiene el factor x — (a + 
bi). (Otra demostración de este teorema se dará en el Cap. 9. 

Recuérdese que un polinomio cuadrático ax* + bx + e sobre el cam- 
po de los números reales no tiene ceros reales si su discriminante 
b — ac « 0. Asi, los polinomios cuadráticos reales con discriminan- 
tes negativos son irreducibles sobre el campo de los nümeros reales, Aho- 
ra, considérese un polinomio con coeficientes reales como un polinomio 
sobre el campo de los números complejos. Entonces, tiene una factoriza- 
ción en factores lineales. El teorema 12 nos dice que todo factor lineal 
correspondiente a un cero de la forma a + bi(b 4 0) puede parearse 
con un factor lineal correspondiente al cero conjugado a — bi y que 
el producto de dos factores lineales de este tipo es un polinomio cua» 
drático real. De aquí que se tenga el teorema siguiente. 


Teorema 13, Un polinomio sobre el campo de los números reales 
puede escribirse univocamente como el producto de un número real por 
un producto de factores cuadráticos mónicos irreducibles y reales y fac» 
tores lineales mónicos reales. 
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Para un polinomio sobre el campo de los números racionales, el teo- 
rema siguiente nos proporciona un medio para determinar sus ceros racio- 
nales, Este teorema y su corolario en ocasiones ayudan a determinar si 
un polinomio sobre el campo de los números racionales es reducible, 
Primero, obsérvese que al multiplicar por el entero apropiado se susti- 
tuye un polinomio con coeficientes racionales por un asociado que tiene 
coeficientes enteros, Por lo tanto, cl problema se reduce al de encontrar 
los ceros racionales de un polinomio con coeficientes enteros. 


Teorema 14. Sea c[d, donde (c,d) — 1, un cero racional del poli- 
nomio as + ax +*+ + asx" con coeficientes enteros. Entonces e divide 


a a, y d divide a a. 
Ahora, a, + a (e/d) 4-*** asa (e/d)"7* a (e/d)* 7 Oy de aquí 


que el entero 





(5) aad" + acd? +t anaid E a [m O. 


Por tanto, d(ayd"* -- aicd** -F ^57 asac?) + aa — 0 y d divide 
a a.C. Sin embargo, (c*, d) — 1 (ver ejercicio 7, pág. 30) y de aquí 
que d divide a a, En forma semejante, el entero (5) puede escribirse 
ad" -- c(a,d* t + auct?) 0 y e divide a sd”, pero, asimismo, 
(e, d*) = 1 y de aquí que e divide a as. 


Corolario. Todos los ceros racionales del polinomio a.b axons 
+ an xo? + ox" con coeficientes enteros son enteros y divisores de as. 


El corolario se sigue del teorema cuando se observa que d divide a 
“=l. r 

Se observa que el corolario anterior nos proporciona una forma sen- 
cilla de probar que ciertos números reales tales como V3 y Y3 son 
irracionales porque son ceros, respectivamente, de los polinomios a? — 3 
y 1 — 5, Fácilmente se comprueba que estos polinomios no tienen ceros 
racionales. 

k los racionales y la descomposición del polino- 
TO 
acuerdo con el teorema anterior, los ceros racionales posibles son +1, 21/2, 
*1/5, 21/6. Aplicando la división sintética se encuentra que * 1 no son cem 
pero que 1/2 es un cero: 


6-7 60 -1 |4 
A. ES 


6 —4 4? Q 
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Como ahora se sabe que f(x) — (x — 1/2) (64 + 4e + dx +2), se aplica el 
cociente dividido entre 2, a saber 3 — 24 +2: + 1, para descubrir los ceros 
racionales restantes de f(x). Ahora, solamente es necesario intentar 1/3. Se 
encuentra que —1/3 es un cero y que Sa^ — 3x - 3 es el segundo cociente. 
Pucsto que x' — x | no tiene ceros micionales, 6(x — 1/2) (x + 1/3) (4 —2 
+ 1) es la descomposición de /(x) sobre el campo de los números racionales. 


Ejercicios 


1, Encontrar la descomposición del polinomio x* + Y + Ma" + Mx + 16 so 
bre el campo de los números racionales. 

2. Encontrar la descomposición del polinomio 44' + 8x' + 747 4 Bx + 9 sobre 
el campo de los números racionales y sobre el campo de los números complejos. 
Encontrar la descomposición del polinomio a — 25x — 48 sobre el campo 
de los números racionales y sobre el campo de los números reales. 

4. Encontrar la descomposición de x* — 1 sobre el campo de los números com- 
plejos y sobre el campo de los números reales. 

5. Encontrar las descomposiciones de x* — 1 y x* — 1 sobre el campo de los nû- 
meros complejos, sobre el campo de los nümeros reales y sobre cl campo de 
los nümeros racionales. 

6. Encontrar la descomposición sobre el campo de las clases de residuos mó- 
dulo 5 del polinomio 2 + 4 + 3r + 1 

7. Encontrar el máximo común divisor de 2 4 94 + Ex — 21 y ih 26 
4x + 21. De aquí, encontrar la descomposición del primer polinomio sobre 
el campo de los números reales y sobre el campo de los números complejos. 

8. Encontrar los ceros de los ios siguientes sobra el campo de los números 
y expresar cada cero en la forma e + bi, siendo a y b números reales. 

a r£ ded. 
bhors—rd 
€ X—ixciü 
4o à Vr 2i 








6 + RELACION ENTRE LOS CEROS 
Y LOS COEFICIENTES DE UN POLINOMIO 


En todo campo F en el cual el polinomio 
f(x) ^ a, axo aut 
sobre F tiene la descomposición 
Nx) 9 a (x — n)(x— n): (n n), 
existen ciertas relaciones entre los coeficientes del polinomio y sus ceros 
que se describirán a continuación. Las combinaciones siguientes de los 


CCrOS fa, Ya) *** Ta reciben el nombre de funciones simétricas elementa- 
les de fa, Pa ¿Ta? 
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$i —n&kntoctnoE»s 
Sa = hre Er oi H Fasta © Difa 


Sa = hna Tm 





Por lo tanto, la j-ésüma función simétrica elemental es la suma de los 
productos, consistente cada uno de j factores distintos, que pueden for- 
marse a partir de los ceros 7, fs, ***, e De aqui que existen C(n,j) 
= n!/[(n — j) jf] términos en la jésima función simétrica elemental. 
Estas funciones reciben el nombre de funciones simétricas porque no 
cambian o son invariantes cuando se operan por Jos elementos del grupo 
simétrico en n símbolos. 

Para obtener las relaciones deseadas, a continuación se probará el 
siguiente lema. 

Lema 
(6) (x — ru) (x — ta) +> (x — Ta) = x° — Sae 

St? deo (LIS H H (1) Se 
Obsérvese que, cuando n = 1, x — rı = x — S, y cuando n = 2, 


(z= n)an =*-— (ntr) t rn =m Sa H Sa 


donde los símbolos $, y S; denotan las funciones simétricas elementales 

de una y dos variables, respectivamente, Por lo tanto, el lema es verda- 

dero para n= 1 y n= 2 y se completa la prueba por inducción, 
Supóngase que el lema es verdadero para n = k: 


D (rn) (xn) = Sat 
BIEST T sure (HDI e (HD 


Aquí S, cs la. j«ésima función simétrica elemental de rs, re, jn! 
tipliquense ambos miembros de la ecuación (7) por x — ns, obteniendo 


(8  (x—n)(x—1)*(x—n)(x—n4) 
.. 3 8$, nar (SS nas) s 
+ (DAS HS RINA (PS 








Sean Sy/,Sy,*** Sra las funciones simétricas elementales de 7, f^, 
y Pres. Entonces S, = S,-- na, $, 7 Se na8,777,8/ 7 S, Mia 
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Puesto que se observa. que la suma de los productos, cada uno de j fac- 
tores distintos, de Fas Fas'a Mes Taeg €S la suma de los productos, cada 
uno de ¡ factores distintos, de r;, ro, ** ¿Tx más Ts multiplicado por la 
suma de los productos, cada uno de j — 1 factores, de estos ceros. Por 
lo tanto, (8) es de la forma (6) con n =% +1, y se completa la in- 


Ahora, 


fx) 2a Fax *astma[rx-n)r-n)-(x-rn) 
7 a[x* — Sie 4 (—1)58,] 


€ igualando la primera y la última formas del polinomio, se tiene el 
teorema siguiente: 


Teorema 15. Si f(x) — Ach aix deos d aux sobre un campo F 
liene los n. ceros r, 0,7 n. en F, entonces $; = (—1)2,.,/2,, j 0 
12,--,n. 


Ejercicios. 


L Aplicando la relación entre los ceros y los coeficientes de un linomio, 
encontrar un polinomio sobre el campo de los números racionales corea nro 
san: (a) —1,2,3; (b) 2,2,2; (c) 0,0,1,2; (d) —1,—1,3,4. 

2. Denotar los ceros de los polinomios siguientes por r, fa, P», Te Encontrar los 
valores de las funciones simétricas elementales para cada uno de los polinomios, 
a +42 +3 
EA 
e 44 2 

3. Si. n, ry ry son los ceros de 4 — 34 + 2r + 1, encontrar cuyos 

: em xm sain un polinomio 

h hy Ps fy los ceros del polinomio 2a? — 34? 4 kx — 1. Determinar la cons 
tante È si la suma de dos de . li 
EM ellos es 2, Encontrar los ceros del polinomio 

3. Sean mmn los ceros del polinomio Vie 4 ké — 2VZx 4 2. Determinar 
la constante 4 sl el producto de dos de los ceros es 1. Encont ceros 

& del polinomio resultante, E € 

k inar k de modo que un cero del polinomio 34’ — kè ~ 7 3 
el recíproco de otro, De aquí, determinar los ceros del polinomio. = > - 


7-DERIVADA DE UN POLINOMIO 


Formalmente se define la derivada de f(x) 7 a, 4 aix + an” 
como Plx) = a, + 2aje + nagaat, (Por supuesto que aquí 26, 
significa a, + as, 30. significa a, + a, + 4. efc.) Esta definición puede 
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aplicarse para probar las fórmulas usuales para las derivadas de sumas, 
productos y potencias de polinomios, y se aplicarán estas fórmulas. Ob- 
*érvesc, por ejemplo, que, si el polinomio es un polinomio sobre el campo 
de los números complejos, los únicos polinomios cuyas derivadas son 
cero son las constantes. Sin embargo, si, por ejemplo, f(x) = 3* se con- 
sidera como un polinomio sobre el campo de las clases de residuos mó- 
dulo p, donde p es primo, f(x) tiene la derivada px?=*, la cual es cero. 
Los resultados debidos a la aplicación de las derivadas dependen de si 
la derivada de un polinomio únicamente es cero cuando el polinomio 
es un elemento en un campo o si también puede ser cero cuando el poli» 
nomio es de grado positivo. Para evitar esta complicación, restringiremos 
nuestro campo de coeficientes al campo de los números complejos o a 
uno de sus subcampos, El estudiante que se interese en este tema puede 
leer en textos más avanzados lo que puede probarse cuando no se hace 
esta restricción. 


Ejercicios 
L Encontrar la derivada de los polinomios siguientes: 


x. ela 
b 20—386042—2. 
e 5—34 
de Mea 
2. Probar que, sl f(x) y g(x) son polinomios y A(x) = f(x) + gla), entonces 
Nix) = f'(x) + g(a). 
3, Porbar que, si f(x) y g(x) son polinomios y A(x) — f(x)g(x), entonces 
h'ta) ja + gla) (a). 
4, Probar que, si f(x) es un polinomio, n es un entero potitivo y g(z) — 
Ula), entonces g'(x) + al (x) f'(x). 


8- FACTORES MULTIPLES 


DRFINICIONES. Si el polinomio [p(x)]" divide al polinomio f(x) y 
si ninguna potencia superior de p(x) divide a f(x), se dice que p(x) 
es un factor de multiplicidad m de f(x). Si (x — a)" divide al polino- 
mio f(x) y si ninguna potencia superior de x — a divide a f(x), a recibe 
el nombre de cero de multiplicidad m. 

En los teoremas siguientes se restringirá el campo de coeficientes del 
polinomio f(x) al campo de los números complejos o a uno de sus sub- 
campos. 


Teorema 16. Sea p(x) un factor irreducible de f(x) de multipli- 
cidad m > Y. Entonces [p(x! "7? es la mayor potencia de p(x) que ve 
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presenta como factor del máximo comán divisor de f(x) y su derivada 
f(x). Reciprocamente, si el máximo común divisor de f(x) y f'(x) tiene 
el factor irreducible p(x) como un [actor de multiplicidad m —1, p(x) 
es un factor irreducible de f(x) de multiplicidad m. 


Primero, sea p(x) un factor irreducible de multiplicidad m de f(x). 
Entonces, puede escribirse f(x) — [p(x)]"q(x), donde p(x) y q(x) son 
primos relativamente, puesto que f(x) tiene una factorización única en 
polinomios irreducibles. Aplicando las reglas comunes para la deriva- 
ción se tiene 


Pi) = [pimp (x) -alx + pia) g'(x) 


Es obvio que [p(x) |"7* es un factor comün de f(x) y f'(x) y de aquí 
que divide a su m.c.d. Se demuestra que ninguna potencia superior de 
p(x) se presenta como un factor del m.c.d., probando que m — 1 es la 
mayor potencia de p(x) que divide a f'(x). Ahora, p(x) es primo rela- 
tivamente a su derivada P'(x) porque P'(x) es de grado menor que el 
grado de p(x) y de aqui que no puede tener factor común con el poli- 
nomio irreducible p(x). Asi, p(x) no divide al segundo factor de f'(x) 
puesto que es primo relativamente a £^ (x) * g'(x) y divide a p(x) * g'(x). 
De aquí que m — 1 es la mayor potencia de p(x) que divide al m.c.d. 
de f(x) y f(x). 

Falta por probar el inverso. Ahora, considérese que el m.c.d. de f(x) 
y f'(x) tiene el factor irreducible p(x) de multiplicidad m — 1. Sea k 
la mayor potencia de f(x) que divide a f(x). Aplicando el teorema 
de la factorización única, una vez más, se tiene f(x) = [p(x)Pa(x), 
donde p(x) y q(x) son polinomios relativamente primos. De acuerdo 
con la demostración anterior, el m.c.d. de f(x) y /'(x) tiene a p(x) como 
un factor irreducible de multiplicidad k— 1. De aquí que k— 1= 
m — 1 y k= m, lo que debia demostrarse. 


Corolario 1. Un polinomio f(x) no tiene factores repetidos de mul- 
tiplicidad mayor que 1 si y solamente si él y su derivada son primos 
relativamente. 


Se ve fácilmente que este corolario es cierto cuando se considera que 
todo factor de f(x) puede descomponerse en sus factores irreducibles. 


Corolario 2. Sir es un cero de multiplicidad m del med. de t(x) 
y su derivada, entonces y es un cero de multiplicidad m - Y de f(x). 
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Este corolario es inmediato a partir del teorema porque un cero de 
un polinomio corresponde a un factor lineal irreducible del polinomio, 

Para demostrar que este teorema no puede aplicarse a un polinomio 
sobre cualquier campo de coeficientes, considérese el polinomio f(x) = 
x — 1 sobre el campo de clases de residuos módulo 3. Se ve que x* — 1 
= (x— 1)? y de aquí que x* — 1 tiene un factor irreducible de multi- 
plicidad 3. Sin embargo, f'(x) = 3x* = 0, 


EJEMPLO, Davis du Min TU) d durs 2x — 1 tiene algún 
factor irreducible de multiplicidad mayor que 1. Si los ticne, encontrarlos y de 
ahí encontrar la descomposición del polinomio sobre el campo de les mámes 

Ahora, f'(x) == 4a” + Ga" — 2 y 4f(x) =P (x) (2 + 1/2) — 306 - 2x 4 1). 
El mcd. de f(x) y f(x) divide a (x + 1)*, el residuo mónico cuando 4/(x) 
se divide entre f'(x). De aqui que, si existe un factor irreducible de multiplicidad 
mayor que | de f(x), debe ser x + 1. Electuando una división sintética se en- 
cuentra que f(x) = 2(x + 1)'(2x — 1). Por lo tanto, f(x) tiene el factor x +1 
como un factor de multi; 3 y mediante la división sintética se encuentra 
que f(x) (a + 1)'(e —1). (Ba cualquier paso del proceso de cálculo del 
máximo común divisor, el estudiante debe simplificar su trabajo observando los 
factores posibles del residuo). 


Ejercicios 
L Determinar si los polinomios siguientes tienen ceros d d NE 


que 1. Si existen ceros de multiplicidad mayor 
ceros del polinomio. 


a et +50 dr 
b £5t-220—5—42—2. 

e ¿10 +15: —9 

d 28-42 — 6 + 5x1. 


2. mI M Mn, de i DM THE i polinomios 
los números racionales, el campo de los números reales y 
números complejos: 

a Peah 4 a—1. 
b *—26—4£6-F 8. 

3. Demostrar que los siguientes polinomios no tienen factores repetidos: 
a —e «$0 b. at— 6x d. 

[LL d -ð+ 

4. Encontrar la condición que deben satisfacer los coeficientes si los polinomios 
siguientes no tienen factores repetidos: 
uw 4r bre, as5O. 

b. 


b a+ Sart 


5, ¿Para qué valores reales de a el polinomio a" + nax + n — 1, donde & 5» h, 
tene un factar repetido? 
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9 - TEOREMA DE TAYLOR PARA LOS POLINOMIOS 


Teorema 17. Sea f(x) un polinomio de grado n. Entonces f(x -- h 
7 f(h) +xf(h) Fx (h)/21 4 -+-+ xf% (h) Jkt ++ rye rA 
El polinomio f(x + 4) puede expresarse como un polinomio en x 
cuyos coeficientes son funciones de h y de los coeficientes de f(x). Por 
lo tanto, sea 
SEHA) m bo e bs e bare ban b burn, 
Sus derivadas sucesivas son: 


SAM md e 2b + 3b e kb e ee bue, 
S= + h) = 2b, E 3 bre 


Jf (xh) m ntb, 


Para x = 0 se tiene f() — by, f'(h) = b, f" (h) 9 2h, s, qm 
Elba eA) = : e » rV PA) = 
LP del mb... Sustituyendo estos valores de b; en fix + h), 


0 10) +0) + y al 


n! 
Esta es una forma del teorema de T: codi qe 
elle m o Polos Bi en 
Kx) 7 (0) - (x — MIL (A) + (2 h) Pm ess 


ut 
(ac TD us qa yo 
, n! 


Esta segunda forma indica cómo pueden calcularse fácilmen! 
res de (A), PR), f"(h)/21, ,F'9(4)/m1 Aplicando esta segunda lar 
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ma del teorema de Taylor se ve que cuando f(x) se divide entre x — h, 
el residuo es f(k) y el cociente es 


^ " 
fih) +(x- mui) +t- ay I0 
2! n! 


Si este cociente se divide entre x — h, el residuo es f'(h). Puede conti- 
muarse cn esta forma, dividiendo los cocientes sucesivos entre x — h y 
obtener los coeficientes deseados /"(h)/2!, --, f (h) /n! El estudiante 
debe recordar que la forma más sencilla de dividir un polinomio entre 
x — h es por división sintética. 

Considérese la relación entre los ceros de f(x) y los de f(x + h). 
Sea x, un cero de f(x). Por lo tanto, x, — Á es un cero de f(x + k) 
puesto que f(x, — h + h) = f(x) = 0, Asi cada cero de f(x + h) es 
menor en À que el cero correspondiente de f(x). 


x]kMrLO. Se desea encontrar un polinomio en el que cada uno de sus 
ceros sean menores en 2 que los ceros de f(x) — 3à! — 2: — 5x — 1. De acuerdo 
con la observación anterior se sabe que este problema es equivalente a encontrar 
Ha + 2) y que f(x + 2) puede encontrarse mediante divisiones sintéticas repe- 
tdas. Asi, se tiene 
334-32 -T-—1 
+6 +8+6 
2j 3 +4 +3+5 fm -5, 
+6 +20 
2] 3 +10 +23 [0 -23, 
+6 


2 3 +16 fa e16, foy es 
De aquí que f(x) - 34 + 164 + 23x -- 5 es el polinomio deseado. 
Teorema 18. Un polinomio f(x) tiene el número a como un cero 


de multiplicidad m si y solamente si f(a) = 0, f'(a) = 0,- +, f™-»(a) 
=0 y fma) +0. 


Si a es un cero de multiplicidad m de f(x), entonces f(x) es divi- 
sible entre (x — a)" y no entre una potencia superior de x — a. Escríbase 


Napa) + ls =a) Pla) + (a = EL hu a O 
1 n 


De aquí se ve que si a es un cero de multiplicidad m, es necesario que 
f(a) 7 0, f'(a) — 0,:--, f" (a) 2 0, pero que f'*' (a) 5 0. Recípro- 


116/ Algebra superior 


camente, si f(a) = 0, f'(a) = 0, +++, f- (a) = 0, pero si Fla) 
if ) #0, 
ea a NF entre (x — a)”, pero no entre una poten- 


EJERCICIOS 


1. Expresar el z - - 
ar le aane E M 5 como un polinomio en x — 3 y como un 


k comar un polinomio cada umo de cuyos ceros sea menor en 3 que lo 


2. 
3. 
e ens 

A TS eee EE E EE e 
e, Sl Polinomio 2e + 12t os sea mayor en 5 que los ceros 


13 el ĝi 
muliplicdad 3. ado A + BA + 1145? + 552 4 9 dene un cero da 





6 Vectores y matrices 


1 + ESPACIOS VECTORIALES 


En nuestro estudio de los nümeros complejos se consideraron pare- 
jas ordenadas de números reales, (a,b), y se tuvo (a,b) + (e, d) = 
(a + e, b -- d). Además, en álgebra elemental se tiene, c(a + bi) = ca 
+ (cb)i para todo número real c, de modo que es natural definir 
e(a,b) como igual a (ca, cb). Ahora se considerarán n-adas ordena- 
das (Xy, X2,"**, Xu), CON xy, xs ^'^, x, elementos de un campo F, y a 
las n-adas de este tipo se les dará el nombre de vectores de orden n 
sobre F. La adición de dos vectores del mismo orden se define por 


(5,387 x8) b sx) m 
(9 Ya, da b ntt a E Y) 


y la multiplicación por un escalar por 
€(31, 3&7 77 X8) 7 (8, 63), 1, 0X), 


cuando e es cualquier elemento de F. Finalmente, (xi, %2,"**,%0) = 
(Pis Ja" >Yn) si y solamente si =, = Yı, Xa = Ja, 7,3, 7 Ju es decir, 
dos vectores del mismo orden son iguales si y solamente si son idénticos. 

La adición y la multiplicación por un escalar de vectores de orden 
2 6 3, sobre el campo de los números reales, pueden representarse 
geométricamente como se muestra en las figuras de la página 118, para 
vectores de orden 2. 





DEFINICIÓN. Todo conjunto de vectores, sobre un campo F, que 
es cerrado bajo la adición y la multiplicación por un escalar, recibe el 
nombre de espacio vectorial sobre F. 


n? 
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Es evidente que el conjunto de todos los vectores de orden m sobre 
un campo F, constituye un espacio vectorial que se designará por V,(F). 
En general, si &, & “sEm son m vectores cualesquiera de V.C), el 
conjunto de todas las combinaciones lineales, cbr + cta ++ + tmbn 
(61, 62,***,Cu en F) de los vectores £u >, En, forma un espacio 
vectorial sobre F, Porque, si a= amg + ad Ht anin y p= 
bib c bob F^ bue, entonces 


eb] (ac b)6 t (ac b) o (as e ba)tn 


€a 7 (cai) f + (casta + ++ (00m) Em. 

El espacio vectorial que consiste de todas las combinaciones lineales de 
un conjunto dado de vectores, recibe el nombre de espacio vectorial 
generado por el conjunto dado de vectores. 


y 


(a,b) + (cd) 
f(a*ebed) 





EJEMPLO, El espacio vectorial sobre el campo de Jos números reales, gene- 
rado por los vectores (1,0,0) y (0,0, 1), es el conjunto de todos los vectores 
de la forma (a,0, b), donde a y b son números reales. 


La identidad para la adición, en cualquier espacio vectorial que 
consiste de vectores de orden n, es el vector (0,0,:--,0) el cual se de- 
signará por 0, o, a menos que pueda existir confusión, simplemente 
por 0. Entonces, evidentemente, el inverso aditivo de (xi, xa," n) es 
(75, —9,—x,) y se deja al estudiante probar que un espacio 
vectorial forma un grupo abeliano bajo la adición. 

Frecuentemente se omite la frase “sobre un campo” cuando se discu- 
ten los vectores o los espacios vectoriales. Por supuesto que, en tales 
casos, el estudiante debe tomar en cuenta que se supone un campo fijo 
en toda la discusión, Asimismo, cuando se escribe una suma, ¿+ y, se 
supone que tanto $ como y son vectores del mismo orden. 
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1. Probar que, para todo vector €, Oç = 0, I £ y (71) —£ donde —¢ 
di aditivo de ¢. 
2 Probar que (bi) -» (ab)( para todos los escalares e y b y todos km vec- 


3. a + ato para todos los vectores $: y Es y los es 
1 
Probar que (a k b)t — e + be para todos los escalares a y b y los vec- 


S. Probas que un espacio vectorial forma un grupo abeliano bajo la adición. 


* 


2: DEPENDENCIA E, INDEPENDENCIA LINEALES 


. Sean ££, 7c, 6S vectores de. V,(F). Si existen ele- 
Nus ret Pto mda Qui a com ido que ode EAR 
Toc 6S. 0 0, se dirá que 6e. i» son linealmente dein 
tes. Si los vectores $i £s ^, 6O no son linealmente dependientes 
dirá que son linealmente independientes. 


i 


las 

. En V,(F), donde F es el campo de los números reales, 

mo Loro, 2 o 20 7 (000 man dese dedi 
201, —1, 1) + 3(2, 1, —2) + (—1) (8, 1, —4) — (0,0, 0). 

o0 (0,1,0) y (0,0,1) son linealmente — e s 

(1,0,0) 4- (0, 1,0) + e(0,0, 1) — (a,b c) — (0,0,0), 

c=0 


^l 


Subespacio 1 y 
Si W es un subconjunto de un espacio vectorial V sobre un campo 
de modo que W es asimismo un espacio vectorial sobre F, se dirá que 

W es un subespacio de V. 


ajrupto. El conjunto de vectores generado por (1,0,0) y (0,1,0) es un 
io de V(F). 


e? F son lineal- 
Teorema 1. Los vectores Es, $, ^: , Es sobre un campo 
mente dependientes, 1i y solamente sì uno de estor vectores parienece el 
bespacio generado por los restantes n — 1. p E 
> seais ‘Ên son linealmente dependientes, existen los ele- 
mentos £i, 6s, ^, c» de F, no todos cero, tales que 

esk Hab tH cala = O. 


Supóngase que c, ^ 0. Entonces 


6 Mo rica e y A REI 
y e 7 a a a e 
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Por otra parte, si 


ES ah Had H + aatia + antim H H anta 
entonces 


ahi Hah H H amga asta: + anfa = 0. 


Corolario 1. Si los vectores &, £^ 6s son linealmente indepen- 
dientes, entonces todo subconjunto de r < m de estos vectores es lineal- 
mente independiente, 


Corolario 2. Un conjunto de vectores que contiene el vector cero 
siempre es un conjunto linealmente dependiente, 


Las demostraciones de estos corolarios se dejan al estudiante. 

Los temas desarrollados en forma detallada, respecto de la depen- 
dencia lineal de vectores, se tratan mejor mediante la aplicación de 
matrices, De aquí que se pospondrán las discusiones adicionales sobre 
este tópico y se iniciará el estudio de las matrices. 


vectores (0, &) y (b, b) en Vi(F) son linealmente depen- 
amenta si ab, — ab, = O, 

En R de los números racionales, examinar cada 
tuno de los siguientes conjuntos de vectores respecto de la dependencia lineal 
a d (1,2,3) (1,0,1) y (0,1,0). 

b. e (1,2,0), (0,3,1) y (—1,0,1). 

c £ (742,0, (3,0, 71) y (754,9). 


3: NOTACION MATRICIAL 


Al resolver los sistemas de ecuaciones lineales simultáneas, el estu- 
diante pronto se da cuenta que los coeficientes juegan un papel impor- 
tante para encontrar las soluciones, Las “incógnitas” actúan simplemente 
como marcas de posición. Por esta razón, se introdujeron nuevas nota- 
ciones para simplificar la forma de escribir un sistema de ecuaciones, 
Por ejemplo, el sistema 


A o aur 0 6 
Bnat E ats Hor H asta = Ca, 


amti E LI E amata H a = Ca 
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podría denotarse de la manera siguiente: 





ün an . || ^ e 
ün O Mp7] 1%] 
Juda c asses, € 


Aquí se tiene un arreglo rectangular de los a;;, dispuestos en m líneas 
y n columnas, una columna de n incógnitas x; y una columna de m 
constantes €, Esta notación nos conduce al estudio de los arreglos rec- 
tangulares de elementos llamados matrices. Restringiremos nuestro estudio 
a las matrices con elementos en un campo. 


Definición de matriz 


Una matriz A de m por n sobre un campo F es un arreglo rectangular 
de mn elementos a; en F dispuestos en m lineas y » columnas, así: 


An dm o 09 
Ms On Om c | 





Se acostumbra encerrar el arreglo con corchetes, paréntesis o una 
línea recta doble en cada lado del arreglo, Nosotros usaremos la nota- 
ción indicada arriba. Los elementos 41, dia, ***, Gin son los elementos 
de la i-ósima línea, mientras que los elementos As, Gar, ***, Gus son los 
elementos de la k-ésima columna, Por lo tanto, el primer subindice 
indica la línea en la cual se encuentra el elemento, mientras que el 
segundo subíndice indica la columna. Una sola línea len 2 7 au] 
es asimismo una matriz de 1 por a (o, tal y como escribiremos, de 
1 x n). Por supuesto que también es un vector de n-ésimo orden, tales 
vectores recibirán el nombre de vectores línea. Por otra parte, una 
sola columna 


La 
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es una matriz de m x 1, la cual recibirá el nombre de vector columna. 
Frecuentemente, para ahorrar espacio, la matriz A simplemente se escribe 


le 1=1,2,>>",m j=1,2,>>,m 


Sim = n, la matriz se llama matriz cuadrada. 
Si se define la transpuesta, A!, de la matriz A, como 





se tiene una matriz de n X m en la cual las lineas son las columnas de 
A y las columnas son las líneas de A. Entonces, si £ es un vector co- 
lumna (una matriz de m x 1), £' es una matriz de 1 X m o sea an 
vector linea, (Frecuentemente, A* se denota por A”. Pero, a menudo, se 
desea usar A" simplemente para referirse a otra matriz y la notación A* 
es menos ambigua que A”.) 


4 + ADICION Y MULTIPLICACION POR UN ESCALAR 


Antes de definir las operaciones con matrices, debe definirse la igual- 
dad de dos matrices. Dos matrices de m x m, A4 — [aij] y B — [b], 
son iguales si y solamente si a = byy para todo i y j. En otras palabras, 
dos matrices son iguales si y solamente si son idénticas. 


Suma 


La suma A + B de las dos matrices de m x n, A y B, es la matriz 
de m X n,C — [eu], donde c, = asy + bij. Por lo tanto, para sumar 
dos matrices de las mismas dimensiones simplemente se suman los ele- 
mentos en posiciones correspondientes. Obsérvese que la suma de matri- 
ces de dimensiones diferentes no está definida y que, cuando las matri- 
ces son vectores, la definición coincide con la definición previa de la 
adición de vectores. Además, como la adición en un campo es conmu- 
tativa y asociativa, se ve que la adición de matrices también obedece 
estas leyes, y que la matriz de m X n con todos sus elementos iguales 
a cero es la identidad aditiva para el conjunto de todas las matrices 
de m x m. 
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Multiplicación por un escalar b 
que 

Se define c[a;], para e en el campo F, como [ca] y rvese qu 
esto se reduce a la multiplicación por un escalar, de vectores, previa- 


inida cuando [a;;] es un vector. M 
ME” S al s la demostración del resultado siguiente. 


Teorema 2. Si A y B son matrices de m X n, entonces (A + B)* 
— A! -F B! y si e es un escalar, (CA)! = cA*. 


Ejercicios 
2-1 0 3-17 d 
L sa-i 3 E ya=[_; 01 calcular: 
e 2B. c. A! 4 B. 
n M- B. d. (A + BY. 


2. Probar el teorema 2. 


5- MULTIPLICACION DE MATRICES 


Antes de definir la multiplicación de matrices es conveniente pre- 
sentar una multiplicación de vectores. 


permición. El producto interno* de dos vectores £ — (1, M6, ***, *4) 
y" (yy y) e 7 x + ya H he 


Obsérvese que el producto interno de dos vectores no es un vector 
sino un escalar, Por ejemplo, (2, 71) (3,4) 22:3 (70472. 

Ahora. considérese una matriz A de m X n y una matriz B den x f 
de modo que el número de columnas de 4 sea igual al número de líneas 


de B. Puede escribirse A como 


w a=| |. 
^ 


* También llamado producto punto o producto escalar, 
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t oenas (24545 ^ ** , a4). En forma semejante, puede es- 
(2) B — [B,, B, By) 

donde By! — (bim baas >, Dax). 


DEFINICIÓN. Si A está dada por la ecuación (1) B la ecua- 
ción (2), entonces AB es la matriz Dk dnia a AN pa 
52, ,nykc12,-,p. 


Por lo tanto, AB es una matriz de n X 

x k F b, en la cual cl elemento 
de la i-ésima línea y &-ésima columna es el producto interno de la i-ésima 
linea de A por la transpuesta de la k-ésima columna de B. 


EJEMPLOS, 


A 7n [lu bm bu 
" ha -— y 8 I Ps el entonces 
(Arz Aa) ` (bin bn). (an 013) * (019, Boa) " 
AB = ns €; it foy. a) * (5, 
n Mir gs, gg) 7 gs ba) ER) a 


[5i * anba taba anba + anba 
arabe ids adio Md tile 


Tr i) ma 


KI) * 20) 12) + 20) 13) + 211) 
AB = [ XI) & 14) X2) 4 (0) X3 * 10) ] 
€ 


1X1) +24) (7100) X0) (21) + 21) 


2 5 
-|7 6 10]. 
7-2. 


A continuación, se probará que las leyes asociativa y distributi 

: : y distributiva se 
cumplen si las matrices consideradas tienen la dimensió ipropiada. Para 
hacerlo, obsérvese que T 


Ai- By = anba + anba H> d aub = ibi 
r 
Asi, AB — [ca], donde 


^ 
tn = Daba. 
m 
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Ley asociativa para la multiplicación 

Sea A = [a], con i — 1,2," ,my con j 7 1,2, -nsa B = [bn]. 
con k = 1,2, , f, y sea C = [os], con r — 1,2, ^, q. Entonces AB — 
[da], donde da = E}, abm Y (AB)C = [ei] donde eir = Et, date 
= YE). 01d tar 

Ahora, BC = [fir], donde fj, 7 Et, baee y A(BC) = [gu], donde 
tir = patur = Ea, tiy Dga, bna 7 Ej Eos cuba 7 Cin Las su- 
mas pueden intercambiarse porque son sumas en un campo. 


Leyes distributivas 

Sean A y B las matrices anteriores y C = [cj], con j = 1,2, *,ny 
con k = 1,2, , p. Se probará que A(B +C) = AB + AC. Nótese que, 
si B es una matriz de n x f, C también debe ser una matriz de n X f 
para que pueda realizarse la adición. Ahora, B + C = [ba + ca) = [ga] 
y A(B + C) = [ha], donde ha — Zz,su£& — Xyau(ba t en) 7 
Sy, aida t Ej auto 7 da t sa. Pero [da] AB y [sa] * AC. Por 
lo tanto, A(B + C) = AB + AC. Se deja al estudiante el probar la se- 
gunda ley distributiva (B + C) A = BA + CA, donde, por supuesto, las 
matrices deben escogerse con las dimensiones apropiadas. 

En general, si tanto 4 como B son matrices de m X m, no se tiene 
AB = BA. Así, 


EX dba 
e 


Sin embargo, si A = [04] es una matriz de m Xx m con ay =0 para 
igejaaca para i 1,2,7-, m, y B es otra matriz cualquiera de 
m x m, es fácil ver que AB = BA = aB. Una matriz A de este tipo 
se llama matriz escalar. Si a = 1 se tiene la matriz identidad La de m X m, 
con la propiedad de que 1,B — Bl, — B. 


Teorema 3. Si A es una matriz de m X n y B es una matriz de 
n X r, entonces (AB)* = B'A!. 

Sca A 7 [au] y B [ba], donde ¿=1,2,>,m,)=1,2,**,n y 
k21,2,-,7. 

Entonces AB = [c;;], donde 


ro 


C ™ È Gabar 
amt 
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Ahora, 
bu by *** ba an an *** Ga 
B'- ba bn e ba © Æna “e us 
b, by, cob in du. aw 


De aquí que si B'A! = [d,¡), se tiene 


duy m (byn bao +*+ p Bni)" (ans 097) m X buta 
puesto que xz 


(an. aps *** ag) * (Dus Ps bu) ont 


es el elemento en la ¿ésima línea y la i-ésima columna de AB, se sigue 
que B'A' = (AB)" ya que 


de =È han m Žanbu 


Ejercicios 


12 -np € - 4 
-f 2 ‘f a|: b {i 2 af 1 5j. 
21 3o 3 


ti 130 
2 safo A s-[; 0 |]: y c-| juar nio 
cálculo correspondiente que (ABIC 9 ABC). -1 
1 -t | 0 
38i 4- o 1] > Ba ai M -BÀ8- 


A + AB BA BS A AB +B 


E 
4 Si4- [3 jm A ph 


0 1 0 0 
ssau[ o] y a-[; o] enn ntm tata +38, 


6. Si A — [a] es una matris de 4X 3 y si B — [bu] es una matriz de 3 x 4, 
encontrar el elemento de la tercera línea y segunda columna de AB. E 
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7. Si las dimensiones de las matrices A, B, C se escogen correctamente, probar 
que (A +B) - C — A (B C). 

8. Si las dimensiones de las matrices A, B, C se escogen correctamente, probar 
que (B + C)A = BA + CA. 

9. Sea Bu [bu] una matriz de m x n y sea A la matris de n X n [an], con 
con ap = a y con ap = Ü cuando j# k. Probar que BA — Ba. 

10. Sean £ y y vectores de orden m. Probar que a((:«) — (aç) -q = g (ay) 
para todos los escalares a. 


6+ MULTIPLICACION DE MATRICES 
Y TRANSFORMACIONES LINEALES 


Regresemos al sistema de ecuaciones dado en la pág. 120. Ahora que 
s ha definido la multiplicación de matrices se ve que el sistema de ecua- 
ciones puede escribirse AX* = C*, si se denota la matriz de m x n por 4, 
la matriz [x:, x; 77, x,] por X y la matriz [6s 63,777, €«] por C. 
Considérese el conjunto de ecuaciones 


Y =xc080, — ysend,, 
(3) 





y = xsen 8,  ycos 6,. 


Estas ecuaciones pueden considerarse como la transformación del punto 
(x, y) en el plano al punto (2^, y') en el plano, El punto (x^, y') se ob- 
tiene a partir del punto (x, y) mediante la rotación del plano alrededor 
del origen del sistema coordenado en un ángulo 0,, efectuando la rota- 
ción en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj 
cuando 0, >0 y en el sentido del movimiento de las manecillas del 
reloj cuando $, < 0, Este conjunto de ecuaciones también se da mediante 
la ecuación matricial 


E Es —sen0, J 
= , 
senÓ,  cos0, 

lo cual se abreviará como X" — AX. Supóngase ahora que se desea hacer 
una segunda rotación del plano en sentido contrario al movimiento de 
las manecillas del reloj y en un ángulo 0,, Esta rotación llevará al 
punto (x^, y') a un tercer punto (x", y") y la relación entre las coor- 
denadas está dada por 

a” = Y cord, — y sen 8s, 
(4) 

y" = v sen bz + y’ cos Ôa. 


ng 
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Es geométricamente obvio que estas dos rotaciones realizadas sucesiva- 
mente llevan al punto (x,y) al punto (x”, y”). Las relaciones entre las 
coordenadas x, y y las coordenadas x”, y” son 


" x” = x cos (0, + 01) — y sen (0, + 02), 
) 
y” = xsen (0, + 01) + yocos (0, + 02). 


Se ve que las ecuaciones (5) pueden obtenerse eliminando x' y y a partir 

de las ecuaciones (3) y (4). Esta eliminación se efectúa más fácil- 

mente escribiendo las ecuaciones (3) y (4) en forma matricial, asi: 

X' = AX, X" = BX’. Entonces, se ve fácilmente que X”=BX'= 

B(AX) - (BA) X. El estudiante debe comprobar que, si las ecuacio- 

nes (5) se escriben en la forma matricial X” = CX, la matriz C = BA. 
En general, si el conjunto de m ecuaciones lineales 


A A 





Xw = Gma F amta Ho H anaa 
expresa las m variables x,’ como funciones lineales de las n variables xy 
y si un segundo conjunto de p ecuaciones lineales 


" 


K” = ban + buti +e + bita, 
Ke . 








xy! = bpt e bg! e rb opt! 


expresa las p variables x como funciones lineales de las m variables x, 
entonces, las variables x," pueden expresarse como funciones lineales 
de las variables x;. Este cálculo puede hacerse más fácilmente por medio 
de matrices Sea A= [au], con í— 1,2,^-,m y j712,*,n; 
B [bh] cn k71,2;-,pei71,2,m; X' [n xx]; 
(0)! 7 [1535,79]; (0)! E »x,]. Entonces, los dos 
sistemas anteriores pueden escribirse como X'— AX y X" —BX'. Adi, 
X" — BX' — B(AX) — (BA) X y se tiene el remitado deseado, En esta 
forma el estudiante puede darse cuenta del porqué se ha definido la 
multiplicación de matrices de la manera particular que se hizo, 









"Vectores y matrices / 129 


Ejercicios 

Lo Dado a Za — Ja + | da dl y t mn! a Exe 
presar las variables x," y i" como funciones lineales de s, y a» Macer el 
cálculo por medio de matrices y escribir el resultado final como un sistema 
de ecuaciones. 

2 Dado ama a Za da yt m D! m me 
presar las variables m” y m” como funciones lineales de z, m y a. Hacer 
el cáleulo por medio de matrices y escribir el resultado final como an 
i de s 


7- PARTICION DE MATRICES 


Sea A = [au] una matriz de m x n. El arreglo de elementos de 7 X $, 
obtenido a partir de A, climinando m — r lineas cualesquiera y n — $ Co- 
lumnas cualesquiera de A, se llama submatriz de A. La matriz A puede 
partirse en submatrices en muchas formas diferentes. Por ejemplo, la 


matriz A puede partirse como sigue: 
^ o 
An Al 


9,481 
Ap= |: 
d, ent 














Aquí, A, es una matriz de r X s, As es una matriz de r X (n — 5), A4, una. 
matriz de (m — r) X s y A, una matriz de (m — r) X (n — 5). En oca- 
siones, para facilitar la multiplicación de dos matrices, es útil partir 
ambas matrices de manera que la multiplicación puede realizarse usando 
submatrices. Así, si se desea obtener la matriz AB, donde B = [bj] es 
una matriz de n X p, podría ser útil partir A como s indica anterior- 
mente. Entonces, D debe partime de manera que sea posible efectuar 
la multiplicación de submatrices. Por ejemplo, B puede partirse de ma- 
nera que se transforme en un matriz de 2 x | cuyos elementos sean 

B, 


las submatrices B, y Bs, asi: n= | |, donde Ba es una matriz ae 
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5X p y B, una matriz de (n — s) X f. Con esta partición se lleva a 
cabo la multiplicación AB usando como elementos las submatrices A, 
y Bi. Por lo tanto, AB = AFA 

AB, + AB 
matrices como elementos. Por supuesto que es necesario probar que este 
producto realmente es igual al producto AB, antes definido, cuando se 
aplica la regla de la multiplicación por elementos. Ilustraremos la prueba. 
Por ejemplo, el elemento en la r-ésima linea y la t-ésima columna de 
AB cs X5, a;bj, por definición. Además, es el elemento en la r-ésima 
línea y la f-ésima columna de A,B, + 4;B;, porque puede escribirse este 
elemento como 3. arbys + Y.,., ar1bj1. En forma semejante, cualquier 
otro elemento de AB puede escribirse de manera que se vea que perte- 
nece a una de las dos submatrices de AB. 


Jn mi de 21 e 


xjruPLO 
Sea 


a-i : : ija A) 


34 
»- | 4-9. 
10 
0 1 
en las cuales se denota la partición por las líneas punteadas Entonces 


AB = [AB + Ari] + [0 SA) m [5A] | | 
1 -1 


8 * EQUIVALENCIA RESPECTO DE LAS LINEAS 
El estudiante recordará que el primer método que aprendió para 
resolver sistemas de ecuaciones lineales simultáneas fue el método de 
eliminación. Así, para resolver el sistema de ecuaciones, 
3x—y=6, 
(6) 
a+2y=2 
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el estudiante podría multiplicar la primera ecuación por 2, sumar la 
segunda ecuación a la primera, obteniendo 7x = 14 y, a continuación, 
dividir entre 7, obteniendo finalmente la ecuación x= 2 en lugar de la 
primera ecuación, Podría ahora sustituir la segunda ecuación con una 
que se encontrara restando x = 2 de la segunda ecuación, obteniendo 
2y = 0 y, finalmente, y = 0, Por lo tanto, el proceso para resolver (6) 
fue encontrar el par más sencillo de ecuaciones x = 2, y = 0. Por su- 
puesto que es necesario probar que los valores de x y y, dados al final, 
satisfacen las ecuaciones originales y que no existen otros valores de x 
y y que satisfagan el par original. Este tema referente a la equivalencia 
de los dos conjuntos de ecuaciones se discutirá posteriormente. 

Ahora, se dirigirá la atención del estudiante hacia la manipulación 
esencial relacionada con el método. Obsérvese que, si las ecuaciones (6) 
se escriben en forma matricial 


cb 
o [ E Hu 
las operaciones realizadas sobre las ecuaciones (6) son esencialmente 
operaciones realizadas sobre las líneas de las marce $ zd Y T 
La primera ecuación por 2, reemplaza la ecuación (7) por 


(0-0 
(8) 1 la 
La segunda operación, a saber, la adición de la segunda ecuación de (6) 
a la primera ecuación de (6), reemplaza la ecuación matricial (8) por 


o k 10- 


Continuando en esta forma, sucesivamente se obtiene 


1-0 0-0 
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' b J- 


Efectuando la multiplicación de matrices de la última ecuación matri- 


cn >]. rra ad 
x 0 

Estas operaciones sobre las líneas de una matriz nos conducen a ha- 
cernos la pregunta: ¿cuál es la forma, exactamente, que toma una 
matriz al final si se efectúan tales operaciones sobre sus lineas? Esta 
pregunta nos lleva hacia una definición más precisa de estas operaciones 
sobre las lineas. 


Operaciones elementales sobre las líneas 


Sea A = [a,] una matriz de m x n. Denotemos la iima línea de 
A por A. Las operaciones elementales sobre las líneas en la matriz A son: 


1. El intercambio de dos lineas cualesquiera; es decir, la línea Az 
de A puede sustituirse por la línea Ay de A y la línea A, por As. 

2. La multiplicación de una línea por un elemento e 4 0 del campo; 
es decir, la línea Ay puede sustituirse por la línea cA, si c 4 0. y 

3. La adición de una línea a otra; es decir, la línea A, puede sus- 
tituirse por la línea A; + Ar 


DEFINICIÓN. Se dice que una matriz B de m X n es equivalente res- 
pecto de las líneas a una matriz A de m X n, si B puede obtenerse de A 


mediante un nümero finito de operaciones elementales sobre las líneas. 
Se escribe BY A. 


Se ve fácilmente que la equivalencia respecto de las líneas es una 
verdadera relación de equivalencia. Es obvio que A es equivalente res- 
pecto de las líneas a A, porque puede considerarse que A se ha obtenido 
de A aplicando la operación sobre las líneas (2) con e = 1, el elemento 
unidad del campo. Además, si B es equivalente respecto de las líneas a A, 
A es equivalente respecto de las líneas a B. Porque si B ha sido obtenida 
a partir de A, mediante la operación elemental sobre las líneas (1), la 
misma operación elemental sobre las líneas efectuada en B daría A; si 
P ha sido obtenida de A por la operación sobre las lineas (2), A podría 
obtenerse de B aplicando una operación sobre las lineas semejante con e 
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sustituido por 1/«; finalmente, si B ha sido obtenida de 4 por la opera- 
ción sobre las líneas (3), 4 podría obtenerse de B sumando la j-ósima 
línea multiplicada por —1 a la k-ésima línea. Asi, cada operación ele- 
mental sobre las líneas tiene una inversa que es una operación elemental 
sobre las líneas o una combinación de operaciones elementales sobre las 
lineas. Finalmente, la propiedad transitiva es obvia, porque si B puede 
obtenerse partiendo de A y si C puede obtenerse particndo de B, enton- 
ces C puede obtenerse de A mediante operaciones elementales sobre las 
lineas. 


Matriz en forma de escalón 

Se dice que una matriz está en forma de escalón * si: (a) todas 
las líneas diferentes de cero (si existen) preceden a las líneas cero; 
(5) si en cada linca sucesiva diferente de cero, el número de ceros que 
preceden al primer elemento diferente de cero, es mayor que el número 
de ceros en la línea precedente, y (c) el primer elemento diferente de 
cero (si existe) en una línea es 1, 


gjumezos. Las matrices 


+ 


están en forma de escalón. Las matrices 


021 1 
0314| y [00 -! 
0000 00 3 


están en forma de escalón 
P "Se dice que una matriz se encuenta en forma, de escalón reducida si, en 
forma de escalón y, cuando el primer elemento diferente de cero iésima 
ie - Dl Flan e demás elementos de la jé- 


Teorema 4. Una matriz de m x n es equivalente. respecto de las 
lineas a una matriz de m X n en forma de escalón reducida. 

Es posible que todo elemento de la primera columna de la matriz 
dada A sea cero, o existe un elemento x que no sea cero en la A-ésima 


. encuen! ias definiciones de la forma de escalón en textos dife- 
rentes. Xx piai iar. algunos autores no exigen la condición (e). 
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13 -1 
58 Pe 
sad; 2 e], Sibi a lcm dr in itn dedi E 


la redu iz equi 
ies 4 una matriz equivalente respecto de las líneas en forma de 
121 


6. Demostrar que | 1 Je pi dh i mass 


. 012 
identidad de 3 X 3 


9: MATRICES NO SINGULARES 


DEFINICIÓN, Se dice que una matriz cuadrada i 
^ : Aes i 
existe una matriz B tal que BA = AB = I. Si B pp rodeo 
A~? y s llamará inversa de A. Si A— no existe, se dice que la i 
T : . q matriz 4 


Teorema 6. La inversa de una matriz no singular es única. 


Sea BA = AB = I y CA = AC = 1, Ento 
7 = 1, Entonces BA = CA, = 
(CA)B, B(AB) = C(AB), BI = CI y B = C. Uem 


Teorema 7. Si A y B son matrices no singulares, 
ducto AB es una matriz no singular, Además, (AB)— = B-"4-1 


Abora, B-* y A-* existen. De 
abo aquí que (B-"4-* = 
B "4 *(4B)] = B-((474)B] = B-*(1B) ed rio En e 
T Ts s 
mm (4B) (B4-') — 1. Así, AB es no singular y B>A- es m 


entonces el pro. 





Teorema 8. Las matrices elementales P. Q y R son no singulares. 


Puesto que PP = 1, P es si ia i i 

st A propia inversa. Las matrices Q-* "* 
se describen presentando sus líneas: Qi* = 1, cuando i R E 
hh cuando isk y Re~i = h = Ip, 

uesto que el producto de matrices no singul i 
1 igulares es no singular, 

producto de matrices elementales es no singular. De aquí And m 
lario del teorema 5 se transforma en 





Teorema 9. Si una matriz B es equi; 
" 'quivalente respecto de |, 
una matriz A, entonces B = SA, donde S es no de zd 


Teorema 10. Una matriz A de n x i 
. p X n es equivalente respect 
lineas a la matriz identidad si y solamente si es no ipd; —— 
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Primero, sea A no singular. Encontrar una matriz B en forma de 
escalón reducida equivalente respecto de las lineas a A. Entonces, B = SA, 
donde $ es una matriz no singular. De aquí que B es no singular porque 
el producto de matrices no singulares es no singular y B”* existe. Ahora, 
s demostrará que B no puede tener un cero en su diagonal principal; 
es decir, si el elemento en la i-ésima línea y la j-éima columna de B se 
denota por b,;, entonces bi, 7-0 para todo k. Recuérdese que, por lo 
menos, j— | ceros preceden al primer elemento diferente de cero en 
la pésima línea de B. De aquí que, si bi = 0, la (k + 1) ¿sima línea 
de B tiene, por lo menos, A + 1 ceros precediendo su primer elemento 
diferente de cero, Si k = m, la n-ésima línea de B consiste de ceros y si 
k < n, por lo menos una linea de B después de la k-ésima consiste de 
ceros. En consecuencia, si bu = 0, B tiene una linea de ceros. Entonces, 
BB=* = 1 tiene una línea de ceros, contrario a la definición de 1. Por lo 
tanto, bu = 1 y bij 77 D cuando i j. En consecuencia, B es la matriz 
identidad y de aquí que A es equivalente respecto de las líncas a la matriz 
identidad. 

Segundo, sea A equivalente respecto de las líneas a la matriz iden- 
tidad 1, Entonces 1 = SA, donde $ es no singular y de aquí que 4 — $77 
es no singular. 


Teorema 11. Si una matriz cuadrada se reduce a la matriz identidad 
por una sucesión de operaciones sobre las lineas, la misma sucesión de 
operaciones sobre las lineas efectuada sobre la identidad produce la ine 
versa de la matriz dada. 


Sea A la matriz dada y denotemos por E, las matrices elementales. 
(Nótese que aquí no estamos usando la notación para una línea de una 
matriz). Ahora, se da (E,*** E,E,)A — I. De aquí que (E, E,E.)* 
(447^) :: 47^, dando (E, : ELE,)I -— A~, el resultado deseado. 





1-2 
wjeMPLO. Encontrar la-inversa de la matriz A -[ 1 e Ahora, efec- 


tuando una operación sobre las lineas cada vez, se presentan las matrices equi- 
valentes respecto de las líneas a A, en la columna de la izquierda y las matrices 
sucesivas equivalentes respecto de las lineas a 1, en la columna de la derecha: 


651105] 
C 305 3 





[JD d 
b JG due 


Combinando los resultados de 
WR Ms AR HMM gerit m 


Corolario 1. Una matriz es no sin; i eseri- 
y gula: sol. i i- 
birse como un producto de matrices aia — 


Corolario 2. Una matriz B ex equivalente respecto de las lineas a 


una matriz A si y solamente si B — SA, donde S es una matriz no singular. 


Ejercicios. 
1. Probar: Si 5 i 
Dos A I € wn 
2, Encontrar las inversas de las matrices sigui campo 
t iguientes sobre cl 
ect fiis y ice dee ag ieg ES DR ME M M 


d bu iq 


3, Encontrar la inversa de la matriz sobre el campo de los números complejos: 


HS 


4. ¿Tiene la matriz siguien: i 
iie te una inversa sobre el campo de los números racio- 


$ $ dT 
1 2-1 4 
s *$ 3 


Probar el corolario 1 y el corolario 2. 
eb 


Probar que la matri s 

E T maril $ 4] 5 no singular si y solamente si ad — be %0. 
es una matriz de n X n tal NS 

Aae ey d ei A WEM b prober 

Probar que el conjunto de todas las i 

Aa auae oyina de la MUNAA e A T sA a fiiin 


mupp 
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10: EQUIVALENCIA RESPECTO DE LAS COLUMNAS 


Si en la definición de una operación elemental sobre las líneas, la 
palabra línea se cambia por la palabra columna, se tiene la defini- 
ción de una operación elementa! sobre las columnas en una matriz. 
En forma semejante, la definición de la equivalencia de dos matrices res- 
pecto de las columnas, puede leerse de la definición de la equivalencia de 
dos matrices respecto de las columnas, reemplazando la palabra línea 
por la palabra columna. Una operación elemental sobre las columnas, 
en una matriz A, se transforma en una operación elemental sobre las 
lineas en la transpuesta, A', de A. Considérese que B se obtiene de A 
por una operación elemental sobre las columnas. Entonces B* puede 
obtenerse de A' por una operación elemental sobre Jas lineas. Por lo 
tanto, B' = EA', donde E es una matriz elemental y, en consecuencia, 
B — AE', De aquí, se tiene el teorema siguiente: 


Teorema 12. Una operación elemental sobre las columnas en una 
matris A de m x n puede efectuarse multiplicando A por la derecha 
por una matriz de n X n, obtenida de la matriz identidad de n X n por 
la misma operación elemental sobre las columnas. 


En forma semejante, si B es equivalente respecto de las columnas 
a una matriz A, B' es equivalente respecto de las lineas a A', B' = SA' 
y B= AS', donde S' es no singular. Reciprocamente, si B — AT, donde 
T es no singular, B' — T*A*, de modo que B* es equivalente respecto de 
las líneas a A! y, en consecuencia, B es equivalente respecto de las co- 
lumnas a A. De aquí, se tiene el teorema siguiente, 


Teorema 13. Una matriz B de m x n es equivalente respecto de 
las columnas a una matriz A de m x n si y solamente si B= AT, donde 
T es una matriz no singular de n X n. 


11 - EQUIVALENCIA DE MATRICES 


Ahora, ambas operaciones sobre líneas y sobre columnas pueden apli- 
came a una matriz. Si una matriz B de m x n puede obtenerse de una 
matriz A de m X n, por medio de un número finito de operaciones 
elementales sobre lineas y sobre columnas, se dice que la matriz B es 
equivalente a la matriz A. Por lo tanto, la equivalencia respecto de las 
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líneas y respecto de las columnas son casos especiales del concepto gene- 
ral de la equivalencia de matrices. Combinando los resultados anteriores, 
se tiene el teorema siguiente que se usa frecuentemente como una defi. 
nición de la equivalencia de dos matrices. 


Teorema 14. Una matriz B de m x n es equivalente a una matriz 
de m X n si y solamente si B= SAT, donde $ y T son matrices no sin- 
gulares de m X m y n X n, respectivamente. 


Teorema 15. Forma canónica. Toda matriz A, diferente de cero, 
de m X n es equivalente a una matriz de m x n de la forma l9 


0 0. 
donde 1 es la matriz identidad de r X r y donde las submatrices vestan- 
tes son matrices cero, 


Sea a algún elemento de A diferente de cero, Efectuando operaciones 
elementales sobre líneas y columnas en A, se obtiene una matriz equi- 
valente con el clemento a en la primera línea y la primera columna. 
Multipliquese la primera línea de esta matriz por a”*. Entonces, restando 
múltiplos adecuados de la primera línea, de las líneas restantes, y málti- 
plos adecuados de la primera columna, de las columnas restantes, se 
cbtiene una matriz equivalente de la forma B] ! |] donde C 


0 c 
es una submatriz de (m — 1) X (n — 1) y donde otras submatrices 


son la matriz identidad de 1 x 1 y las matrices cero de 1 x (n — 1) 
y (m — 1) X 1. Ahora, puede establecerse la forma canónica por induc- 
ción sobre m. Si m = 1, entonces B está en forma canónica. Supóngase 
que el teorema es verdadero para todas las matrices de (m—-1)x 
(n — 1). De aquí que la submatriz C de B es equivalente a una matriz 
en forma canónica. En consecuencia, B es equivalente a una matriz en 
forma canónica porque las operaciones sobre las líneas y sobre las 
columnas, efectuadas sobre C para obtener D, pueden efectuarse sobre 
las últimas m — 1 líneas y las últimas n — 1 columnas de B. 

En el teorema 3 del capítulo siguiente se probará que la forma ca- 
nónica de una matriz es única. 


Ejercicios š 
12 
1 Dada la matris 4 =| o 1 | — Y y 0 


2 E o 
oi) 
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2. Encontrar las formas canónicas de las matrices del ejercicio 1, pág. 139 y 
a unte ji ivalencia de dos matrices, 
is teorema 14 como la definición de equi: b 
k lir que la equivalencia de las matrices ea una verdadera relación de equi 
Palencia: es decir, demostrar que es simétrica, reflexiva y transitiva. 


12 CRITERIOS PARA LA DEPENDENCIA 
LINEAL DE VECTORES 
semos al problema i i j dado de vec- 
Regres al de determinar si un conjunto d 
tores ££, ^68 de V,(F) e$ 0 no un conjunto de vectores linealmente 
dependiente, Se dirá que una combinación lincal ehiti t t Hinia 
es una combinación lineal no trivial si, por lo menos, uno E En A 
* Ca es diferente de cero. Gangan a = ta =0 se dirá que 
combinación lineal es una combinación trivial. 
yb 
16. Sean E, E2,*** Em vectores de Va (F) y sean a 
Besos b#0. Noii, cada combinación lineal no a 
Lu da, £s er una. combinación no trivial de b, bu ¿Eras abi t 
bs - BS y, reciprocamenie, cada combinación lineal no —— 
baba" TN es una combinación no 
de 66st 
Se tiene 
eh ohio e motas Catia 
(s) ket et 








+ las + B) Cabot Ci 


1 
wx E 
aman ma mac n amt eati 
=== =0 ici 
entonces c,7:0, de modo que «,—0. De spi gana n E 
Inversamente, se tiene 
eb oh o eal, + olak, + ED A cata 
eo mod eh ata, 
+ (er t aei + Cii +e H (bei, 


Gala Cs 
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Si 


equmaocmiime, metas mcua m me, 


= Cj me m0, 
entonces bey = O, ey = 0 y e, =0. De aquí que c = a = t, 6. m0. 


Teorema 17. Si un conjunto de vectores dif. 
lerentes de «c » 
uu en Va(F) e linealmente dependiente sobre F, — > 
rah máximo de r < m vectores que es linealmente independiente 
sobre F. restantes m — r vector: inaci. îr 
a E :: es son combinaciones lineales de los 


Escogemos algún vector £, 0. Entonces £, es linealmente ndepe 
diente sobre F puesto que ci, — O implica z — 0. Abora,  Énéy 
co Een 5 Fa todos son múltiplos escalares de £, se ha demostrado. 
Si no, existe un vector &(k sj) que no es un mültiplo escalar de £j. 
Ahora, se tienen dos vectores, £j y &, lincalmente independientes. Si los 
ae m — 2 vectores todos son combinaciones lineales de £y y fa, se 

completado la demostración. Si no, se tiene un vector & (i+ j, i z& k) 
que no es una combinación lineal de £y y $. Se continúa en esta forma 
eo ^m se mew de r(< m) vectores linealmente inde- 

que restantes m — inaci i 

pos m — r vectores son combinaciones li- 

En cada paso de este proceso debe escogerse un vector £ 

o Éis i, ete, 
y ahora debemos hacernos la pregunta de si diferentes selecciones de 


tores linealmente independientes. Supóngase, entonces, primero 
ha escogido un conjunto de vectores linealmente independientes mo nu 
==, donde cada i(i = 1,2, -+ ,) es uno de los &;(} = 1,2, m) 
y cada uno de los restantes m — y vectores entre los $, $n, °° *, $w es una 
combinación lineal de los ti q»,***, y. Ahora, supóngase que también 
se ha seleccionado un conjunto de vectores linealmente independientes 
D, 0,777. 0, donde cada C(i— 1,2,^-,5) es uno de los & 7 1,2, 
+. ,m) y cada uno de los m — s vectores restantes entre los £, ta "4 
es una combinación lineal de €, £a,-**, €. inan 
Supóngase que s = r. Ahora, afirmamos que, por lo menos, uno de 
los vectores ys(i=1,2,---,r) es uma combinación lineal baga + bala 
+>>* + bala, de los Z; con b, 0. Porque cada vector £, es una combi- 
nación lineal de los y, y, si cada y; puede expresarse como una combina- 
ción lineal de los Zs, s, ^, €» cada vector $; puede expresarse como 
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una combinación lineal de los £s, (s^, C, En particular, €, (siendo 
uno de los £j) puede expresarse así, contrario a la independencia lineal 
de los 6 7S6 

Numerando otra vez los vectores, si es necesario, ahora puede supo- 
nene que m = bli + bee o dela con b, 520. Y puede afirmarse 
que m Gs C^, 0, forman un conjunto linealmente independiente de 
vectores tales que los restantes m — s vectores del conjunto é, da, *** , m 
son combinaciones lineales de los qa, En, Ea, *** , Ea. Porque si Ey = ali + 
ala +i + aka se tiene E, = (1/b1) (m — bulo — 7 7 b) y de 
aquí que £, 7 (a/b,)m -- (a — da/br) La +00 + (a — b,[b,) C. Ade- 
más, si e, + tala + cala + oo + cl =0, se ene ebk (abs + 
ta)la + (erba e e) oo (erba + ca) la = 0. Puesto que Zu fa t's 
C, son linealmente independientes, cb, = 0. Pero b, 40, de modo que 
&, 7 O y de aquf que cs = es = +++ = O y los qi, Cs 0,77, C, son lineal- 
mente independientes. 

Ahora, por lo menos uno de los vectores ma, Ya; -p €s una combi- 
nación lineal bym + bage + bala e oo bign con ba% 0. Porque pre- 
cisamente se ha demostrado que todo vector de los vectores És, £s,*** , Ém 
es una combinación lineal de ese tipo. De aquí que, si cada uno de los 
míi=2,3,*-*,r) puede expresarle como una combinación lineal de 
los mu En Las *** Es, todo vector £j puede expresane como una combina- 
ción lineal de los m, Cs Co ^ C Entonces, en particular, €, puede ex- 
presane así lo que es contrario a la independencia lineal de los 
mu e fata e 

Numeramos otra vez los vectores, si es necesario, de manera que 
m = bim + bala + bala HeH baga con ba 0 y puede demostrarse, 
tal y como se hizo en los párrafos anteriores, que ahora los s, 9s (s £o 
+=, E, forman un conjunto de vectores linealmente independientes tales 
que los restantes m — s vectores del conjunto $, $e, °°, Êm son combina- 
ciones lineales de los tis Ms Čar Qa oC 

Continuando, se obtiene el conjunto linealmente independiente 
301577796 0777, Da, de manera que, de acuerdo con la propiedad 
máxima de to Ms ^" Yn 3e tiene s = r. 

De acuerdo con los teoremas 16 y 17 y la definición de matrices 
equivalentes, es evidente que, si B es una matriz equivalente a 4, los 
vectores línea de A son linealmente dependientes si y solamente si los vec- 
tores línea de B son linealmente dependientes. Además, es obvio que los 
vectores linea diferentes de cero, de una matriz en forma de escalón, son 
linealmente independientes. Por ejemplo, si se tiene la matriz 
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12-12 
«o EE 
00 01 
00 00 


en forma de escalón y se tiene c,(1, 2, —1,2) + ex(0,0, 1,1) + es(0, 0, 
0,1) = (0,0,0,0), debe tenerse c, = cs = cs = 0. Nótese que, al apli- 
car este criterio, se obtienen los mismos resultados si los primeros elemen- 
tos diferentes de cero, de cada línea, simplemente son números cuales- 
quiera diferentes de cero y no necesariamente todos 1. Asi, se ve que los 
vectores (2,0, —1) y (0,3,1) son linealmente independientes al exami- 


bo s 


De aquí que, para determinar si un conjunto dado de m vectores es 
linealmente dependiente o no, se colocan los vectores como líneas de una 
matriz y se lleva esta matriz a su forma de escalón (sin importar que 
los primeros elementos, diferentes de cero, de cada línea, sean necesa- 
riamente 1). Entonces, el conjunto dado de vectores es linealmente de- 
pendiente si y solamente si, por lo menos, una de las líneas, en esta 
forma de escalón, es una línea cero. Además, si existen r líneas diferentes 
de cero, entonces r es el número máximo de los m vectores que son li- 
nealmente independientes sobre F. 


Ejercicios 


l. Examinar los siguientes conjuntos de vectores respecto de la dependencia 
lineal sobre el campo de los números racionales. Si los vectores son lineal 
mente dependientes, encontrar el número máximo de vectores del conjunto 
que son linealmente independientes. 


(1,3, 2), (2, 2,6), (3, 2, 5). 

(1,0, 1), (0, 2, 2), (3, 7, 1). 

(—2,4,6), (5,7, —3), (1,15, 9). 

(1, —1, 1,3), (2, —5,3, 10), (3, 3, 1, 2). 

(1,6, —2,5), (4, 0,4, —2), (7,2,0,2), (—6,3, —3,3). 

(2,4,3, —1, —2,1), (2,2, 4,2, 6, 2), (0, —1,0, 3,6, 1). 

Son linealmente independientes los vectores (1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1). sobre 
campo de los enteros módulo 2? ¿Sobre el campo de los enteros módulo 3? 
dice que un conjunto de vectores Qu $ ''*, £s ms un conjunto mutwa- 
mente ortogonal sì ¢: -g — O para i, j = 1,---,m e ij. Probar que cual- 
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d Sistemas de ecuaciones lineales 


1 + RANGO DE UNA MATRIZ 


Rango línca de una matriz 


El nümero máximo r de líneas lincalmente independientes, sobre un 
campo F, de una matriz de m X n se llama rango linea de la matriz. 


Teorema 1. Las matrices equivalentes a las lineas tienen el mismo 
rango línea. 


Sean A y B dos matrices de m X n equivalentes respecto a las líneas. 
Considérense los vectores línea £i È` ° “s Èn de A y qs 7, 90 de B. 
Ahora, A y B tienen el mismo rango linea si y solamente si el número 
máximo de los vectores £s, $n, ***, £& que son linealmente independientes, 
es igual al número máximo de los vectores y, 9s, Te que son lincal- 
mente independientes, Ahora, puesto que A y B son matrices equivalen- 
tes respecto a las lineas, 7,, ma» ***, Yu pueden obtenerse de $i, $e, ` °>, Êm 
mediante una sucesión de las operaciones siguientes: (a) el intercambio 
de & y &; (b) la multiplicación de algün £j por un elemento b 40 del 
campo, y (c) la sustitución de $; por &i + Ej. 

Es obvio que el conjunto obtenido de $i, £s *, Eu por la aplicación 
de (a), tiene el mismo número máximo de vectores lincalmente indepen- 
dientes. De acuerdo con el teorema 16 del capítulo 6, se ve que el número 
máximo de vectores linealmente independientes no cambia por la apli- 
cación de (b) (tómese a= 0 en el teorema 16) o por la aplicación 
de (c) (tómese a — b — 1 en el teorema 16). 


Corolario 1. Si una matriz A tiene el rango linca x, entonces SA, 
donde S es una matriz no singular, tiene el rango línea r. 


147 
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Este hecho es obvio si se recuerda que SA es una matriz equivalente 
a A respecto a las líneas. 


Corolario 2. El rango linea de una matriz no singular de n X n 
en. 


Simplemente se necesita recordar que una matriz no singular es equi- 
valente a la matriz identidad respecto a las líneas y es obvio que las líneas 
de la matriz identidad son linealmente independientes, 


Rango columna de una matriz 


El rango columna de una matriz es el número máximo de columnas 
linealmente independientes de la matriz. Es obvio que los teoremas ants- 
riores sobre el rango línea de una matriz pueden transformarse en los 
teoremas correspondientes sobre el rango columna de una matriz. Así sc 
tienen los dos teoremas siguientes. 


Teorema 2. Las matrices equivalentes respecto a las columnas tienen 
el mismo rango columna. 


Teorema 3. Si T es una matriz no singular, la matriz A y la ma- 
triz AT tienen el mismo rango columna. 


Teorema 4. El rango linea de una matriz es igual a su rango co- 
lumna. 


Sea A cualquier matriz diferente de cero. Existen las matrices no sin- 
gulares $ y T tales que SAT = C es una matriz en forma canónica, El 
rango linea y el rango columna de C son iguales a r, la dimensión de 
la submatriz identidad de C. El rango línea de A y SA es el mismo, 
digamos rı. Por lo tanto, el rango línea de CT-* = SA es r,. Pero CT=* 


tiene cuando más r lineas diferentes de cero puesto que si 7-1 -[ SP 


er =| 4 oll «T -[7] -[ o] donde T eura mais 
0 0 T. 9 0 

de r líneas, Puesto que 7^7" es no singular, sus líneas son linealmente inde- 
pendientes y, por tanto, las líneas de 7, son lincalmente independientes. 
De aquí que CT-* es de rango línea r y r, = r. Ahora, considérese la 
transpuesta T'A4'S' = Cf. Los rangos línea de T'A' y A* son los mis- 
mos. Así, como antes, el rango línea de T'A* = C*(St) -t es r y de aquí 
que el rango columna de AT y, por lo tanto, el de A es r. 
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En consecuencia, el término de rango de una matriz puede significar 
el rango línea o el rango columna. 

Teorema 5. La forma canónica de una matriz es única. 

En el teorema precedente se demostró que cl rango de A es igual 
al rango de C. Si, ahora, existen las matrices no singulares 5, y Ta x 
que S,AT, 7 C,, una forma canónica diferento de C, el rango de 
vs igual al rango de Cy. De aquí que los rangos de C y C, son iguales 
y, por lo tanto, las matrices C y Ci son idénticas idm dE 

Puede establecerse en otra forma nuestro trabajo anterior sE 
pendencia e independencia lineal de los conjuntos de vectores en 
teoremas siguientes. 

Teorema 6. Dos matrices de m X n son equivalentes si y solamente 
si tienen el mismo rango. 


Teorema 7. El rango de una matriz en forma de escalón es igual al 
número de sus lineas diferentes de cero. 


son equiaents lo siguentes pares de matrices? ¿Por qué? 
zb 34 1 0 -5 
0 341! $. 1.2 
los sito |[s -2 -9 uj’ 
2 56 4 -2-4 8 


p ug 
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3. ¿Son linealmente dependientes o li independientes sobre 
linealmente i jent 
edem RE E ads m mee f ede rA IAE 


2 - ECUACIONES LINEALES SIMULTANEAS SOBRE UN CAMPO 
A continuación, se aplicará la teoría de las i 
à matrices, desarrol. 
los párrafos anteriores, a la resolución de m ecuaciones E 


táncas con n incógnitas xy, Xs, ' *" , x, í 
y La *** y Ya con coeficientes y términos cons 
tantes sobre un campo F. Escribiremos el sistema is - 


ant, + gta Hte aur ms 
w aut, + ata +° + ata = p 


aegri au aur m n 








CENA AX = C, donde A es la matriz de m X niey), 
: i Mas ¿ Xu] y O! = [64, 62, ***,6m]. La matriz A se llama matri 
le los coeficientes del sistema de ecuaciones. El caso más sencillo de » 
Ae EIU GEO QU M UN o A sitis 
incógnitas y la matriz de los coeficientes es no singular. 


Teorema 8. La ecuación = á 
la solución única IT Q, eon m ** n y A no singular, tiene 


Puesto que A es no sin iplicaci 
gular, la multiplicación de AX = z 
da X — A-'*C. Susti cir 
E ituyendo este resultado en 4X — C, se tiene A(A7'C) 
a Meer Qon € caso en que no se restringe la relación entre el 
a ero de incógnitas y el número de ecuaciones. Aqui se necesita consi. 
der i age o i meia dels coins yd dela matis anen 
es una matriz de m Xx (n +1 obtiene 
pi aA ina de constantes c, i= Le M dietis 
Teneo dit siempre es mayor que o igual al rango de 4, porque 
eni, pot lo melos, baute coliraas Jinenlmimás independia 
como A. ma 
e M MUN MAE MN MM RS IK 
oea : = C y las de la ecuación SAX = SC, donde S cs una ma- 
: DM . Obsérvese que la premultiplicación por la matriz no 
—— es equivalente a efectuar operaciones sobre las líneas en A 
y C o efectuar estas operaciones en las ecuaciones lineales (1). 
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Lema. Si existe una solución xi’, Xa," ,xà! de la ecuación AX = C, 
entonces también es una solución de la ecuación SAX = SC, donde $ 
es una matriz no singular. Reciprocamente, si xx, xerox! es una sol 
ción de la ecuación SAX = SC, donde S es no singular, es una solución 
de la ecuación AX = C. 


Sea. X", donde (X*)! 5 [/,34/, ">, t], una solución de AX =C; 
es decir, AX’ = C es una identidad. Entonces, obviamente, sAX' — SC 
es una identidad. Recíprocamente, si X’ es una solución de SAX = SC, es 
decir, si SAX’ = SC es una identidad, entonces S-USAX”) = $-*(SC) 
deci la identidad AX' = C. As se ha demostrado que todas las solu- 
Dit cs de AX = G son soluciones de SAX =SC y que no se tienen soli 
ciones diferentes a las originales para la ecuación AX — C, cuando se 
multiplica por una matriz no singular. 


orrmición. Si el sistema de ecuaciones (1) tiene una solución, 38 
dice que las ecuaciones son consistentes. Si el sistema no tiene solución, 
se dice que las ecuaciones son inconsistentes. 


Teorema 9. La ecuación AX = C tiene una solución si y solamente 
si el rango de A, la matriz de los coeficientes, es igual al rango de la 
matriz aumentada A*. Si A y A? tienen el mismo rango, denotaremos 
por r su rango común. Entonces, Y de las incógnitas pueden expresarse 
como funciones lineales de las constantes c, y a las restantes n — rin 
cógnitas pueden asignárseles valores arbitrarios. 


Sca A de rango r. Transfórmese 4 a una matriz escalón reducida equi- 
valente respecto a las líneas. Solamente las primeras 7 líneas contienen 
elementos diferentes de cero. Considérese que los primeros elementos dife- 
rentes de cero, en estas r lineas, se encuentran en las columnas Krs kos 
-++ ks, respectivamente, Estas operaciones sobre las líneas en A pueden 
efectuarse premultiplicando por una matriz no singular S. Multipliquese 
cada miembro de la ecuación AX =C por S, obteniendo SAX — SC. 
Piera, dus mas m — r lincas de SA están compuestas de cesos y de 
aquí que las últimas m — Y líneas de SAX están compuestas de ceros. 
Por la tanto, si la ecuación AX == C es consistente, las últimas m= E 
lineas de SC están necesariamente compuestas de ceros. Ahora, considérese 
que las últimas m —r lineas de SC están compuestas de ceros y Man 
by, bs, ^7 , b, los elementos diferentes de cero de SC. Además, denotemos 
por pi el elemento que se encuentra en la ¡iésima linea y la jésima 
columna de $A. Entonces, la ecuación matricial SAX = SC proporciona 
el siguiente conjunto de r ecuaciones: 
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Tj, E Pra ato 9 t 0 Pret m by 
hg e LII 


Er, Prata o pur, m b. 





donde p4,— 0 pam j—2,9,,7; fa, —0 para j 3,4, v; 
"+ Praa, =0 para ¿=r, Así pueden expresarse las 33,3. 75,2, 
como funciones lineales de las restantes x, y de las constantes 54. El lema 
nos dice que ésta es una solución de la ecuación AX = C, 

Se tiene que las últimas m— r líneas de SA estín compuestas de 
ceros y que la ecuación AX =C tiene una solución si y solamente si las 
últimas m — r lineas de SG están compuestas de ceros, De aqui que, 
Si AX — C tiene una solución, $4 y SA* tienen el mismo rango puesto 
que SA* es la matriz SA aumentada por la columna de bi. As, si 
AX = C tiene una solución, A y A* tienen el mismo rango. Recíproca» 
mente, si A y A* tienen el mismo rango, SA y SA* también tienen el 
mismo rango y de aquí que $4* tiene m — r líneas con ceros y la ecua- 
ción AX — C tiene una solución. Por lo tanto, la ecuación AX — C 
tiene una solución si y solamente si 4 y A* tiencn cl mismo rango. 


Ejuurzo, Resolver el siguiente sistema de ecuaciones: 


E-y+ 40, 
+4 ws, 
d+ y 42: 420 3, 
' 
' 


bug 


Se tranforma A* a una matriz escalón reducida, tramformando simultáneamente 
a A en una matriz escalón reducida, 


LA E RAS 
ujot 4 + 1]. 
00 0 0 0 
Por lo tanto, el rango de ambas matrices, A y 4%, es 2 y de aquí que las ecua- 
ciones son consistentes. La ecuación matricial se transforma en 


Escribase el sistema en forma matricial 


nex 


* 
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EH 


dando se-h-ie tl 


y=hk+iw-1 


sistema original, 
5 en las ecuaciones del " x 
Cuando estos valores de 4 Y y m ^ Pueden dane ep ignei 
las ecuaciones se tiene un nümero infini 
sistema de ecuaciones 
y m y, asi, este 


q. «o» 


Ejercicios & Si se introduce un parámetro A, 
à & ecuaciones Si se 
Resolver on siuienes inae racionales de 
3 -2y:6-70, xui e 
E dd, 
"apwe, E 
4x — 9y +5: +14 =0. iii 


yla 4.27 -y-2=0, 





— 2y +2 =0, 
2r = 3y +5], Jay =t ah 
24y-2=2 Y 
Sz- m2. 


EI 
6. 6z + 4y + 3: — Sow 0, 
z423 +3: 48w 0, 
z= 2y +: -12w =0, 
4z — 4y —: —24w -0. 


5. kz — 3y — 5 = 0, 
8z +y 17-0, 
kz + 2y — 10 =0. 


Ary? a Emm 
BAH 






2+y-2=0 
kr+y+s E^ 2 y+i=) 
ho ho AAA 
10. = +ky +3 =0, 
9.2 +y +2w=0, kz +3y +1 =0, 
prera ka + 4y — 6 =0. 
+20, 
z+y+:+w=0, 
2+y+2=0. 


i2 2 +y +3 el, 
E dx + 2y 2 = 3 
. Ikr +y- km A 


Hairy 3l 
o 
2kz y — a + 4, 
107 + y — 62 = —10. 
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I LILILIM 1.2: -y — 3 dw =0, 
kz +y+:=2, + +2-w=0, 
z+y-:.l, Ax + Sy — 2: + 6w m0, 
z—-i-k 


4-y-2—-7w-0. 


3- ECUACIONES LINEALES HOMOGENEAS 


Si en la ecuación matricial AX — C la matriz C es una matriz cero, 
el sistema de ecuaciones (1) es un conjunto de ecuaciones lineales homo- 
géncas. Sc nota que, en este caso, los rangos de la matriz aumentada y 
de la matriz de los coeficientes son los mismos, de modo que siempre 
existen soluciones de un conjunto de ecuaciones lineales homogéneas. 
Además, es obvio que (0,0,:::,0) siempre es una solución. Entonces, 
la cuestión interesante es saber cuándo las ecuaciones lincales homogéneas 
tienen soluciones diferentes a (0,0,*-*,0), la solución trivial. 


Teorema 10. Un sistema de m ecuaciones lineales homogéneas con 
n incógnitas tiene una solución diferente a (0,0,***,0) si y solamente si 
el rango de la matriz de los coeficientes es menar que n. 

Este cs un corolario obvio del teorema 9. Si el rango de la matriz de 
los coeficientes es r < n, entonces m — r > 0 y r de las incógnitas pue- 
den expresarse como funciones lineales de las m — r7» 0 incógnitas. 
Si r 7 n, la ecuación SAX — 0 muestra que las n incógnitas deben ser 
todas iguales a cero, Por lo tanto, solamente si r < n existe un número 
infinito de soluciones diferentes a (0,0,-**,0). 

El caso especial m = n merece que se considere por separado. 


Corolario. Un sistema de n ecuaciones lineales homogéneas con n 
incógnitas tiene una solución diferente a (0,0,***,0) si y solamente 
si la matriz de los coeficientes es singular. 

Si la matriz de los coeficientes es singular su rango es menor que n. 

Puede ser interesante observar que la solución general de la ccua- 
ción AX = CÇ puede expresarse como la suma de la solución general de 
la ecuación AX — 0 más una solución particular de la ecuación AX = C, 
siendo una solución particular de AX — C aquella en la que se dan 
valores particulares a los parámetros arbitrarios de la solución general. 
En el ejemplo ilustrativo de la pág. 152 la solución del sistema de 
ecuaciones homogéneas 

x—y+2+w=0, 
3x + 2y + — 0, 
Ax + y +22 + 2w 20 
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a z= —(4/5)4 — (9/5)w, y = (6/5)2 + (2/5)w. Una solució cis Pe 
ticular del sistema no homogéneo es = 0, w= 0, x = 1, y = e 


-SOLUCIONES LINEALMENTE INDEPENDIENTES 
* DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 


z á i linealmente inde- 
interesante determinar el número de soluciones 

pendientes de un sistema consistente 4X = €, de m ecuaciones inesle 

con n incógnitas. Se probará el siguiente teorema. 


Teorema 11. Si un sistema de ecuacioi nes lineales d € 
con n incágnitas tiene wna solución, tiene suem, E eis on 
ciones linealmente independientes, donde es el rango de z ies: 

icientes. Un sistema de m ecuaciones lineales homog: s eas con bec 
n tiene exactamente n — r soluciones linealmente independientes, 
siendo y el rango de la matriz de los coeficientes. 


i à de la matriz aumen- 
el rango de la matriz de los coeficientes y ri 2 

vada del sistema AX = C, de m ecuaciones lineales con a incógnitas. 
Entonces, las soluciones pueden expresarse de la manera sigu 3. 


* 
n = + br 





observ: i p= n, solamente existe la solución bu by 7, Bw. 
fpes aiiis todas las b son ceros. Por lo tanto, 
el teorema se cumple para r = v. Ahora, supóngase que r ^. Se cons 
truye una matriz cuyas lineas representen soluciones particulares de: 
ecuación AX = C. Primero, a x, 7 0, j 7 rl mn — r 
solución es aim beim = da zem be sm jm n n d 
continuación, wa x 7 1, con kz r-- 1y xj 7 on EL] Pat 
Así se obtienen n — 7 +1 soluciones. Sea x, 3), 7 Xe otra pe 
cualquiera. La matriz de estas soluciones es una matriz de (n — 7 ) 
xn. 
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x WU Oo Wa Xa e 
br by yas b, 0 0 0 
dontb duikbh oc detb, 0:0 0 60 
dab dab c5 dab O $8 9 y 
TM c - ye E n 


Nótese que las últimas n — r lineas de esta matriz son linealmente in- 
dependientes, porque sus ültimas m — r columnas forman la matriz 
identidad (n — r) x (n — r). Asi, el rango columna de esta submatriz de 
(n — r) X n es 2 n — r, pero su rango columna es SZ n- r. De aquí 
que su rango es n — r tal y como se afirmó, Además, si no todas las b; 
son cero, las últimas m — r -+1 lineas son linealmente independientes, 
porque estas líneas contienen la submatriz de (n— r-- 1) X (n—r 
*F 1), que consiste de las ültimas n — r columnas y la columna que con- 
tiene b, 5&0, cuyas columnas son linealmente independientes. Así, si no 
todas las b, son cero, se ha exhibido un conjunto de n — r + 1 soluciones 
linealmente independientes. Si Jos b; son todos cero, las ecuaciones son 
homogéneas porque, de (2), (0,0,->*,0) es una solución. En este caso 
se ha exhibido un conjunto de n — r soluciones linealmente independien- 
tes. Falta probar que cualquier otra solución xy”, xs, ***, xa" es una com- 
binación lineal del conjunto dado. Para hacerlo, denotemos por R; la 
i-ésima línea de la matriz de soluciones dada. Entonces. 


Ri— Dx (Rio — Ra) — Re = 0, 


jersi 
porque es necesario observar que, por hipótesis, solamente xi*, x; ^^ xl 
satisfacen las ecuaciones (2). Así, cualquier solución x,', x, ^x, es 
una combinación lineal del conjunto dado de soluciones linealmente in- 
dependientes, 
z]kMPLO. En el ejemplo de la pág. 152 n= 4 y r= 2, de manera que 
existen 3 soluciones linealmente i Estas pueden tomarse como x — 1, 


y- —1),2-—0,w—0; x— 1/5, y — 1/5, 2m Il mm Oy e 2/5, y e —3/5, 
20 wed 


Ejercicios. 


1. ¿m ecuaciones lineales homogéneas con s incógnitas tienen soluciones diferen- 
tes a (0,0,---,0} cuando m < n? ¿Por qué? 
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2. Exhibir un conjunto máximo de soluciones linealmente independientes para 


cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones: 


-3y +4 +w =0, b. 2z — 2y +5: + 3w =0, 
aa dx -y+i + w=0, 
3z — 3y 6$: 0, 3r —2y & 3 dw 0, 
4z—-3M 6-00. z — 3y +7: +6w =O. 
-8-9 d. 2x + Jy — 4: $2, 
bre. ARSy-:tiw-l, 
z-ytMÀ-- Tz + ily — 9: + 12w = 5, 
Az +2y = 3. Je +4y — 113 4 13w =35. 


3. Sean (= (1,2,3),6 = (2, 71,1) y ce (1,1, 0). Becat los nümeros 
Cn ea, en Do todos cero, tales que edo db y (41D 

d Sean dm (D n. e en Y és TO todos Cero, tales que o + ab + 
ek O. 


5 - DIMENSION Y BASE DE UN ESPACIO VECTORIAL 


imensi i ial V sobre F es igual 
ICIÓN. La dimensión de un espacio vectorial | 
al a máximo de vectores linealmente independientes en. V. 
Podría esperarse que la dimensión de Va(F) sea m. Para establecer 
este resultado primero se probará un lema. 


Lema. Cualquier conjunto de t vectores de V,(F) es linealmente 
dependiente si r >n. 
Supóngase que los vectores son (1 = vede puc. A: 
MA Entonces $s, És,” & 
21,08), 77) 56 (e deett de). En e px 
dependientes si solamente si existen los escalares xi, (Yn 
le a dé xc mh nb (0,0, ---,0). Así, 
f£, £7, E son linealmente dependientes si y Mt existe una 
solución no trivial para el sistema de m ecuaciones lineales homogéneas 
en las r incógnitas: 
man +m H E re = O 
Ban + tatn t H a 0 





e F tram = 0. 





- los coeficientes de este sistema 
Puesto que el rango de la matriz de : 
es Lnc r. se deduce, de acuerdo con el teorema 10, que existe una 
solución no trivial. 
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Teorema 12. El espacio vectorial V,(F) tiene la dimensión n. 


De acuerdo con el lema, la dimensión 
i» de V,(F) no es ma; 

NEN o Au M T &- (1,0,0,-7,0),& = (01,0, 
,0),"**, €, = (0,0,0,:**,1) son linealmente independientes sob: 
LM oh eb tU eh 7 (6,67 eS) = (0,077 0 

que c, = cs = ++ = e, — 0. Por lo tanto, la dimensión de Va(F) 
es mayor que o igual a n, y de aquí que la dimensión es m. a 


x: ew 13. Siel espacio vectorial V sobre F es generado por los 
po lores Ênis 6s y r D m, entoncer todo conjunto de r vectores 
le V es linealmente dependiente. y 


***,9, cualquier conjunto de r vectores de V. Pucsto 

1 . jue 
rém generan V, se sabe que existen los escalares d 
y 07 mp j=1,2,***, 1) tales que 





h = anfi + Gufs Hi H amn 
Ma = Onf: + Onfa HeH anin 


A A 


Ahora, debe t 
Jule que demostrarse que existen los escalares x, xs, 7, x, de 









" 


A m OS pero 
zh ERR bob ny 
= (Eid + Tea Ei 4 2,01, + (2101 + 209 e 2,09 Ha 
E A A 
Por lo tanto, q», %»,***, 9 son linealmente dependi i existe 
soloción mo GAL del diua. de deudcionns Muceles hamopises x 


A m 0 
Xydes sd bcc 4 xau = O 


Li Gm, F üs ti E anr = O. 


Puesto que r 7 m, i E 
ión db NIRO PA AORTO AA O 
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Teorema 14. Sea V un espacio vectorial de dimensión m sobre F 
y supóngase que los vectores Eso b generan V. Entonces (nszm; 
(2) algunos m de los s vectores £6, GS son linealmente indepen- 
dientes, y (3) is 2 t> m, cualesquiera t de los s vectores bra 
son linealmente dependientes. 


Sea r el número máximo de vectores linealmente independientes que 
pueden escogerse de entre los vectores u ên sE Puesto que pueden 
numerare otra vez los vectores, si se desea, no se pierde generalidad 
si se supone que este conjunto máximo es £u £^ sfr Supóngase que 
7 « 1; entonces, £u Eu", d son linealmente independientes, pero los con- 
juntos de vectores E, é0,*** 1 Èr bro) son linealmente dependientes para 
jua... De aquí que existen los escalares Cs, Ce,’ "s Cry eshs 
no todos cero, tales que 


(3) eh alb o ed ene 0 


para j7 1,2,777,1— f. Además, £,., 5 0. Porque si £544 77 0, el requi- 
sito de que no todos los Ca, € * * «66 €i sean cero implicaría, por la 
ecuación (3), que existen los escalares €1, Ca,” - „ên, no todos cero, tales 
que Cats + Caba Hoc + er = 0. Pero esto es imposble puesto que 
££, E, son linealmente independientes. De aqui que puede despe- 
jane a Ens de la ecuación (3) para obtener fra como una combinación 
lineal de 6&6 para j7 52, 7,57 7 De aqui que £6 77 E 
generan V cuando r < s Por hipótesis, se cumple la misma conclusión 
para rss 

Ahora, por el tcorema 13, todo conjunto de más de r vectores de V 
es linealmente dependiente y puesto que, de acuerdo con la definición 
de dimensión, Y contiene m vectores lincalmente independiente, se tiene 
m < r. Pero como V contiene r vectores linealmente independientes, tam- 
bién se tiene r £ m. De aqui que r = m, con lo que se prueba (2) del 
teorema 14 y, ya que 1 > r,s > m, lo cual es (1) del teorema 14. Final- 
mente, (3) se concluye puesto que se ha demostrado que cualquiera de 
los conjuntos de r + 1 = m + 1 vectores i£ rs 60 7 52s 
5 — r) son linealmente dependientes. 





permición. Un conjunto de vectores A de un espacio 
vectorial Y sobre F se llama base de V si (1) los vectores £6 ^6 
son linealmente independientes en V y (2) los vectores A e 
neran V. 
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Teorema 15. Si V es un espacio vectorial de dimensión m sobre F, 
toda base de V contiene exactamente m vectores (linealmente indepen= 
dientes). Reciprocamente, todo conjunto de m vectores linealmente in- 
dependientes de V forma una base de V. 


Por el teorema 14, una base contiene m, pero no más que m vectores 
linealmente independientes, Puesto que los vectores de una base son li- 
nealmente independientes, una base contiene exactamente m vectores 
en total. 

Recíprocamente, sean £i, £3,***, Eu m vectores cualesquiera de V li- 
nealmente independientes y sea £ cualquier otro vector de V. Ya que 
es la dimensión de V, los m + 1 vectores ĉi, $1, *7*, bu € son linealmente 
dependientes de modo que existen los escalares 61, Ca,” ** ,6my € Con eN 
tales que 

Ch t cr t + Cain t eE O 
De aquí que cualquier vector £ de V es una combinación lineal de 


66 o dm y así, E1, E, 0, En generan Y. Puesto que son linealmente 
independientes, también forman una base de V. 





Ejercicios 

l. Exhibir tres bases diferentes para V,(F), donde F es el campo de los números 
racionales. 

2. Encontrar uma base para V,(F), siendo F el campo de los números raciona- 
les, el cual incluye los vectores (1, —1,1) y (2,1, 1). 

S. Demostrar que ninguna base para V,(F), siendo F el campo de los números 
racionales, pucde incluir tanto al vector (1, —1, 1) como (2, —2,2). 

4. Se dice que dos vectores £ y w son ortogonales si (59 9 0, y se dice que 
un vector £ ex de longitud unitaria si (- (9 1. Una base de un espacio vecto- 
rial que consiste de vectores mutuamente ortogonales se llama base normal 
ortogonal. 

a. Probar que los vectores (2/3, —1/8, 2/3), (2/3,2/3, —1/3) y (1/3, 
—2/3, —2/3) forman uma base ortogonal normal de V,(F), siendo F 
el campo de los números racionales. 

b. Encontrar una base normal ortogonal de V,(F), sicado F el campo de 108 
números reales, de la cual (1/43, 1/V3, /3) es un vector. 

€. Demostrar que los vectores € == (1,1, —1) y y == (2, —1,1) son ortogo- 
males y encontrar un tercer vector que sea ortogonal tanto a E como a 9. 








8 Determinantes y matrices 


1 - DEFINICION 


Tal y como asociamos un número real Va b* a cada nimen 
complejo a + bi, puede asociarse a cada matriz cuadrada, a 
campo F, un elemento del campo, conocido como el determinan e 
matriz. Sea A = [a] una matriz de m X n. Entonces, el determinante 
de A se denota por |A| = Jay] y se define como sigue. 


Determi 
i i = sobre el campo 
El determinante |A| de la matriz de n X n, A [as] n 
F, es el polinomio en los elementos ayy de la matriz A que se obtiene 
de la manera siguiente. Se toma el producto quss '* ana de los clemen- 
tos de la diagonal principal de A y se opera sobre los índices de línca 
1, 2 08 X iov 
mediante las n! permutaciones p = E y donde ha, las" ** > la 
à à Mi términos distintos, Si 
1,2, 7,5 en algún orden, así n! términos m. 5 
p es una permutación par, se afecta el término con un signo positivo; 
$, p es una permutación impar, se afecta el término con un signo menos. 
La suma de estos n! términos con signo es el determinante. jal. 
Denotemos por sm p, léase signo de p, el signo más si la permuta- 
ción p es una permutación par y el signo si p es una permutación impor, 
De este modo, el término obtenido de a105** '2m, operando sobre 
subindices de línea de estos clementos mediante la permutación f, puede 
escribirse sgn P talig ` aye 
la le 
EJEMPLO. Encontrar el determinante de A a a, y 191 permutacio 


ves sobre los simbolos 1 y 2 son la identidad i — (1)(2) y 9 = (12). Operando 
161 
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sobre los subindices de linea de lo» elementos en aues, mediante la identidad, se 
obtiene and, y, puesto que la identidad es una permutación par, este término 
we afecta con un signo más. Operando sobre los subíndices de línea de los elemen- 
fos en duen por la permutación p, se obtiene aues y, puesto que p es una permu- 
tación impar, este término »e afecta con un signo menos Así 


[aa 
= Mta — 4nda. 
jan 


Orden 
El orden de un determinante de una matriz de n X m es el entero m. 


Ejercicios 


Escribir el determinante de la matriz de 3 x 3,4 = feu). 
Escribir el determinante de la matriz de 4 X 4, 4 — [2]. 


Encontrar los signos de los siguientes términos en el determinante de la matriz 
de 5X 5,4 — [o]. 


5. Probar que la mitad de los términos en el determinante de una matriz se 
afectan con un signo más y la otra mitad con un signo menos. 


2- COFACTORES 


Nótese que cada término en el determinante 4] contiene un y sola- 
mente un elemento de cada línea y cada columna de la matriz A, Por 
lo tanto, un término que contenga a a,,, no contiene otros elementos de la 
primera línea o la primera columna de A. Agrúpense todos los términos 
de |A| que contengan al elemento a como factor. Entonces, la suma de 
estos términos puede escribirse como 41C. El factor Cu se llama cofac- 
tor de an. Nótese que los términos en Cz, se componen de los elementos 
tomados de la submatriz de 4 de (n — 1) x (n — 1), que se obtiene 
al suprimir la primera línea y la primera columna de A. En forma seme- 
jante, la suma de todos los términos de |A] que contienen al factor aij 
puede escribirse como a,,C,;, donde, como antes, el factor Cy se llama 
cofactor de a;;. Los términos de C; se componen de los clementos de 
la submatriz Mi, de A, que se obtiene al suprimir la ¡-ésima línea y la 
jésima columna de A. Así, el determinante |A| puede escribirse como 
una función lineal homogénea de los elementos de la ¿-ésima línea, sim- 
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i Oia 
plemente agrupando todos los términos que contengan Gi dis, 
respectivamente, y formando su suma, Así, 


|4| 2 aaCu t euC 00 + MC ia = Zee. 


j ibi i e |A| como una 
En forma semejante, puede escribirse el determinante l 
función lineal homogénea de la k-ésima columna agrupando C los 
términos que contengan du, da" , a, respectivamente, y forman s 
suma, Así, 


|4| * auCu t aaCus 777 + aC = Dena 


Estas dos formas de escribir el determinante |4| reciben el nombre de 
desarrollos de |A| por los elementos y los cofactores de la i-ésima linea 
y la k-ésima columna de |A]. Asi, se ha probado el siguiente teorema 


Teorema 1. [A|=37.2Cu y |A| = 35., anCu- 


El desarrollo de un determinante como una función lincal de sus 
cofactores nos permite probar la siguiente propiedad de los determinantes. 


i i la k-ésima columna 
Teorema 2. Silos elementos de la i-ésima línea o 
de una matriz A se multiplican por un elemento € del campo, el deter- 
minante de la matriz B resultante es igual a € ¡Al 
i i del teorema 1, se obtiene 
Ahora, aplicando la primera fórmula 
[B| =3>,., 001 Cy = Shn Cy > «|A], Para probar c] teorema para 
la k-ésima columna se aplica la segunda fórmula. (Obsérvese que puede 
tomarse e = 0). 


Ejercicios 
1. En el determinante de la matriz de 3 X 3,4 — 
Lu, Ent) Eno 


[asi], exhibir los cofactores 


5 1 
2 ta d dris | 0 :] exhibir Ios cofactores cm, €m € 
: 1 


kar 


— 
oms 


-15 


P= 


3. Demostrar que 1 


[Im 


4 
5 
0 





eU. 
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3: PROPIEDADES ADICIONALES 


Teorema 3. |A'| =|A] donde A! es la transpuesta de la matriz A. 


Sea A= [a] una matriz de n xn. Entonces donde 

fum : A! P 

a. - Aplicando la definición de un determinante a n A". 
término general de [4' puede: escribirse como s= sgn p a'ia a'ia 


1. donde 
ecu 
b 8 v8 


M q io algún e Sustituyendo aj, por a'u 
. by Ot" ab pto, tal vez, 1 si, 
es obvio que éste es un término en |A| puesto que Ki ru ecd 
pi de 1,2,:-*,n. Se determina la. permutación y sobre los 
em línea de d = 4, 44^ a.» que produciría este término. 
M y y el elemento ari, en s se obtiene a partir del elemento a, 
, sustituyendo la primera i por k. De aqui que " 
s^ i 
, 12 Js 
Ahora, -— 7 wm p7* porque p-* es una permutación par o impar de 
o A o ps iocos PUE IU MAD D 
M n inos de 14" es un término de |A| y, de aquí, |4*] = [4| 
'corema 3 nos permite sustituir cualquier teorema referente a las 


líneas de i j 
kt is ai por un teorema semejante referente a sus 


Teorema 4. Si en la matriz A se i i 
n intercambian dos líneas o do: 
lumnas, el determinante |B| de la matriz resultante B es ife JAL 


DE E V pa a aak de dos colum- 
pestes teorema 3 prueba el teorema para el intercambio de 

intercámbiense la r-ésima y la s-ésima columnas de A, donde 
7 « s, obteniendo la matriz B. El producto de los elementos de la dia- 
gonal principal de B es aac dr" "> Apr a... Entonces, el térmi 
general de |B| es sgn f 24,:10/,577 701,77: 06,6 00. donde dE 


1 2 r 
bel g 7 a 
(4 hcc rd a) 
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y donde i, i^ ie son 1,2, 7, en algün orden. Una vez más, éste 
1s un término de [4], excepto, tal vez, por el signo. Para obtener este 
Wirmino mediante una permutación de los mubindices de linea de lot 
elementos en la diagonal principal de A, se aplica la permutación 


=( Doo na ») 

"4; ; 1 s 

de de de de o" de 

Ahora, q = Pt, donde £= (ii). Puesto que £ es una transposición, 
sen q = —sgn p. Además, si p recorre las n! permutaciones del grupe 
simétrico en n símbolos, las permutaciones pt son estas mismas 

ones en algún orden, ya que, tal y como se vio con anterioridad, si $ 
cs un grupo y ! es un elemento del grupo, St =$. 


Corolario. Si una matriz A tiene dos columnas idénticas o dos líneas 
idénticas, entonces [A] = 0. 

Intercámbiense las dos columnas idénticas de A, obteniendo la ma- 
uriz B. Entonces, de acuerdo con el teorema anterior, |B| = — |A], pero 
B= A y de aquí que |4| = —/4| o |A| + M] = 0. Si Jos elementos 
de A están en un campo donde 1 + 1:40, entonces |4| = 0. El coro" 
laño también se cumple para los campos en los cuales 1 + 1 = 0. Ver 
el ejercicio 3, pág. 168 a fin de obtener una sugerencia para la demos- 
tración. 

Teorema 5. Sea Ci; el cofactor del elemento ai, en el determinante 
JA] = las] de orden n y sea Mi, la submatriz de A de (n — 1) X (a= D 
obtenida suprimiendo la i-ésima línea y la j-ésima columna de A. Enton- 
ces Cy 7 (71)? ]Mul. 

Primero se probará que Cu = Mal. Recuérdese que la suma de los 
términos de |A}, que contienen a a como factor, puede escribirse como 
an Co y que la totalidad de los elementos de los términos de Cni son 
elementos de la matriz Mu. As, el término general de nn S 
s P nitatia Bim donde 


123 2) 
a PA i 
1 54 is 


y ii, fo i002, 9, ++- , an algûn: orden, Por 1o. tanto i ane 
lión p puede considerarse como una permutación sobre los simbolos 
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2,3,---,n únicamente, De aquí que todos los términos de a,,C,, se ob- 
tienen haciendo que p recorra las (n — 1)! permutaciones sobre los sime 
bolos 2,3,---,n, manteniendo fijo a 1. Asi, los términos de C, se 
obtienen operando sobre los subíndices de línea de los elementos del 
producto as : * * as», de los elementos de la diagonal principal de Mv. 
Por lo tanto, Cn = [Mn]. 

A continuación se probará que Ciy = ( —1)'*/|M,j|. Se mueve la 
i-ósima línea de A hacia la primera línca efectuando i — 1 intercambios 
sucesivos de las lineas adyacentes de A, y se desplaza la j-ésima columna 
de A hacia la primera columna, efectuando ¡— 1 intercambios sucesi- 
vos de columnas adyacentes de A. Llamemos B a la matriz resultante. 
Así, el elemento as, está en la primera línea y la primera columna de B 
y la submatriz de B que se obtiene al suprimir su primera línea y su 
primera columna, es la submatriz M,, de A. Por lo tanto, los términos 
de |B| que contienen a as son, de acuerdo con la primera parte de esta 
demostración, as| Mi]. Pero |Bj — (—1)*-**/-*|4|  (—1)**/4| y, de 
este. modo, |4| 7 (—1)'*/]B|. Abora, los términos de |4| que contienen 
a a; como factor son a,,C,; y los términos de |B| que contienen a ay 
como factor son a,|M.. Por lo tanto, C,; — (—1)**/M.j]. 

El determinante |M,;| se llama menor del clemento a,; en el deter- 
minante [4|. Nótese que ahora el teorema 1 muestra cómo puede desa» 
rrollarse un determinante de orden n como una función lineal de deter- 
minantes de orden n — 1. 


Teorema 6. Las fórmulas cero. Considérese que C,, denota el co- 
factor del elemento as; en el determinante |A| = [an| de orden n. En- 
tonces S* aC 70 y Ijo 1:01 =0, sick 


La primera fórmula es evidente si se recuerda que los cofactores C;;, 
con j= 1,2,*** , n, son determinantes de orden n — 1 formados a partir 
de los elementos de |A| que se encuentran en todas las lineas de A, ex- 
cepto la k-ósima linea. Por lo tanto, si en la suma X9, azCry se susti- 
tuyen los elementos a, de la k-ésima línea de A por los elementos a; 
de la i-ésima línea de 4, cuando i 5 k, se obtiene la suma deseada. Sia 
embargo, ahora se ve que esta suma es el determinante de la matriz B, 
obtenida de A, al sustituir la k-ésima línea de A por su i-ésima linea. 
Por lo tanto, la matriz B tiene dos lineas iguales y de aquí que |B| — 0. 
En forma semejante, la suma X? , aj,Ca, cuando i 4 k, representa el 
determinante de la matriz C, obtenida de A, al sustituir la &-ésima co- 
lumna de A por su i-ésima columna. Puesto que C tiene dos columnas 
iguales, |C] = 0. 
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de nxn se reemplaza la 


Teorema 7. Si en la matriz A = [au] pisei i C: 


CA, 
bsima línea, Ay, de A, por la linea Ax + ^s 
ah nde svnitestt es igual al determinante de ^. 
i ji ituir la A-£sima línea de A por 
B la matriz obtenida de A al sustituir 
Av cA, ton ik. Detarróilese cl determinante B por los elementos 
y los cofactores de su k-ésima línea. Así, 


IBI = È (any + enum. XC 2C 
-1 
: =|41+0=14l 


6. Es obvio que también se cumple un 
de acuerdo con los teoremas 1 y Agp 


teorema jant las columnas 1 : 
ani anierioris se aplican para sissplificer a labor de cle 
del valor de un determinante. Si, por ejemplo, en un determines P- 
orden n todos los elementos, excepto uno, en una línca O lumna e. 
el determinante puede escribirse como el producto de cite elemen 
diferente de cero multiplicado por su cofactor, un — ui 
x. — 1. Aplicando sucesivamente esta regla al determinant ee RM 
triz diagonal, es decir, una matriz en la cual todos lot tén pecie 
excepto aquellos que se encuentran en la diagonal principal se ve QUE 
Cl determinante de una matriz diagonal es el producto de 
de la diagonal principal. 

EJEMPLO. Apliquemos los teoremas anteriores para evaluar el determinante 
de Vandermonde de orden 3. 
Vii E 
sy: 
np 


1 0 0 
yox ors 


s y-aat— ah 





141 - 











p 
-6-26-2| 1 1 | 
[yaeta 


1 
-6-236-2 und 





-(-2G-26-2 


d 


determinante en una forma más 
Sin embargo, puede evalunne ele ^ in y 


Ton ciuis, puede consi polinomio en x. As, si x= y, 
imera columna, considerársele como un is 
Trim que el determinante e» cero, porque tiene dos columnas iguales, - 


Que a — y es un factor del determinante, En forma semejante, a — s 62 a 
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y considerando al determinante como un polinomio en 
im factor. Anh, [A] = (x = y) (x — 2) (y = z)h, donde b debe determi deans. Paai zabeli 
JE es un biraine en [di de la diagonal principal es un término en |A|, 4 azya 
TTD e A a de y? en este desarrollo es —5. De aquí sep 1 Oy 
Dada de len e os e e dtr n A e a "m “loo el' 
1 £ 7 ayza 
1 1 1 dgkm! 
o ^ 2 abbb 
a s! oat £t THe-» el? baa 
Ned Le n DC n NE A acaba 
A E bbba 
Ejercicios 
7. Sea A -— [a] una matriz de & X m, con au~ | cuando ¿Aj y au 0. 
33 31 $8 63 Probar que |4| « (s — 1)(—1)**. 
1. Encontrar los valores de|2 5 9 *5|y| ! 2 11 
AG. p^ [cr oer 4- DESARROLLO DE LAPLACE DE UN DETERMINANTE 
.0. 20 30 01 
2. Sea |4! — jaul de ordes orrinición, Sea D una submatriz de r x r de una matriz 4 de 
i stis eio drca A O O pear n x n. El determinante de la submatriz D’ de A que se obtiene al supri- 
determinante sea igual a! x¡Cp. a Y), Cv. Exhibir una. matriz cuyo mir las r lineas y las r columnas de 4 en las cuales se encuentran los 
3. robes per lndecdón quad Misit dy mme xai di ics d : elementos de D, se llama menor complementario del menor iD]. 
: Comprobar i lineas iguales 
a gen2 Aplicar el desarrollo D DNIA A Na L AO Teorema 8. El determinante de la matriz ^ [a] de n X n et 
Be €— que el determinante entiimétrico de orden n impar igual a la suma de los productos con signo --[D.]- D//, donde [Ds] 
lasl = 0, si au Ab force Va so os 2, eo igual s coro; es decle, 4 un menor de A de t x t formado a partir de los elementos de las pri- 
meras r columnas de A y donde |D/'| es su menor complementario. Se 
ath adj jaah b a d toma el signo más o el signo menos de acuerdo con que sea necesario 
5. Probar que [% +ba cs daf=los cs d| tjo, cs dil. un número par o un número impar de intercambios de líneas adyacentes 
mb 6 dj la c dj |b, cs dy de A para llevar la submatriz D, hasta las primeras y lineas de A. 




















6. Escribir los siguientes determin Este procedimiento se llama desarrollo de Laplace por los menores 
is tes como productos de factores: de las primeras r columnas. La prueba hará obvio que pueden tomarse 
cualesquiera r columnas o r líneas de 4 si se toman adecuadamente ios 





)91y 
atu. bc a ë signos de los productos. 
Epi bh|5 ca 5 
e. E e e al a 
5 Desarrollar por los menores de 


njemrto. JA) = à 


a 
b, 
4 


Br? 
nor? 


d, de 
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las primeras dos columnas. Así 
«Iz Hs al- ls SH a 
la alla alla alla < 


-lè alle sjela alli à 


DEMOSTRACIÓN. Sea 

















Anry 177 ann 
Aplíquese la definición de determinante a |D,| y a |D/'|. El término ge- 
neral en |D;| es sen pas 1041*** 25, donde 


( 3 v. ) 

"Ps oe 

y donde 5,4, ^^: , i, son 1,2,:--, v, en algún orden. El término general 
en D,' es sgn q aj, ra "Gim donde 


dd vw. 

- 

14a e ) 

y donde ins," >", ¡a son r - 1,***, m, en algün orden. Es evidente que 
el término general en el producto |D,| - [D;'| es (sgn p) ({sgng) a*t 
Birli, 777 G4, Este es un término en [4] puesto que puede obtenerse 
de la diagonal principal de A mediante la permutación pg. Por lo tanto, 
todo término en |D,|- |D,'| es un término de |4|. Ahora considérese el 
producto [D] -||D,", con i2» 1. Intercámbiense las lineas adyacentes 
de A de manera que la submatriz D, se encuentre en las primeras r lineas 
de la matriz resultante B. Como en el primer caso discutido, los térmi- 
nos de [D,|- |D('| son términos de |B]. Si B se ha obtenido de A haciendo 
k intercambios de lineas adyacentes, entonces |B| = (—1)*/4| y de aquí 
que los términos de ( — 1)*Di| - |D/'| son términos de [4]. Es evidente que 
los términos de |D,] - [D/"| y [Dj]: [D;'|, con jx i, son distintos, Existen 
C(n,r) 7 n/[r!(n — r!)] productos |D/| - |D/'] y cada producto contiene 
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n= 1 términos. Por lo tanto, la suma de estos productos con signo 
o e r)! — n! términos. Así, se ha verificado el desarro- 
llo de Laplace. 

Ejercicios. 


- de las 
> ndo «l procedimiento de Laplace, por los menores 
D Daaraan aT amnas y simplificar la suma restante: 























017y 
19 » & 
zw 00| 
3. Probar que A 
que: 
abc d 
ef g ^ ab| ii k 
00) ki le film 
001 m 
4. Aplicando menores de dos lincas de las primeras dos líneas, demostrar que 
abed 
ile La taja E AE E ee a dus 
2jlabed e filg * dlls eh g 
ef g ^ 


5- PRODUCTOS DE DETERMINANTES 


A continuación, se desarrollarán algunas propiedades del producto 
de determinantes. El determinante de la matriz identidad / de n X n es A 
Sea E una matriz obtenida de la matriz identidad efectuando una opera- 
ción elemental sobre las líneas. Es obvio, con base en las propiedades 





172 / Algebra superior 


de los determinantes, que |£| = —1,c o 1, de acuerdo con que se haya 
efectuado en / la primera, la segunda o la tercera operación elemental 
sobre las líneas. Ahora, sea A una matriz de n X n. Entonces |EA| = 
—J4!, ej4] o |4] y |EA|  |AE|. De aqui que se ha probado el teorema 
siguiente, 


Teorema 9. Si E es una matriz elemental, |EA] = /AE| = |E] + JA] 
= JA]: JE]. 


Se aplicará este teorema para probar el teorema siguiente. 


Teorema 10. Una matriz A de n x n es mo singular si y solamente 
si JA! 0. 


Sea C la forma canónica de la matriz A. Entonces existen las matrices 
no singulares $ y T tales que SAT = C. De aquí que A =S-CT-*= 
EEs ++ S.C EY Ex -++ En donde los E, y los Ef son matrices clemen- 
tales, Ahora, haciendo aplicaciones sucesivas del teorema 9, se tiene |A| = 
EsEa*** E,CESES => Ef| = (E) + (E) + JEs| + [€] +|Ev| * [Es] +++ [Es]. Y 
puesto que los determinantes de las matrices elementales no son cero, 
se ve que |A| — 0 si y solamente si |C| 7 0. Pero |C| — 0 si y solamente si 
tiene una línea de ceros, es decir, si y solamente si A es de rango < n. 
As, A es no singular si y solamente si |A| 4 0. 

El teorema siguiente nos da una regla para multiplicar dos determi- 
nantes de orden m para obtener un determinante de orden n. Simplemente 
se multiplican las matrices de los dos determinantes y se encuentra el 
determinante de la matriz resultante, 


Teorema 11. |AB| = JA| + |B]. 


Sean C, y C las formas canónicas de las matrices A y B, respectiva- 
mente, Entonces 4  D,D;: ^ D,C,E,E,-- E, y B F,F,— F.C4G,G, 
*** G,, donde los Di, Eu Fi y Gi son matrices elementales, Por lo tanto, 


AB — DD, DC,E,E, E,F,F, FLAG. Guy 
y, aplicando el teorema 9, se tiene 
|AB| = |D,D, :- D, |C,E,E, -- E,F.F, FC): 16,6, G,| 
Ahora, si A y B son no singulares, C, y C, son matrices identidad y, 
aplicando otra vez el teorema 9, se tiene 
JABI = |D;De DC Es E, |F,F. - F,CQG.G. — G,| 
= 1A] IB. 





Determinantes y malrices / 173 


Si A es singular, C, tiene una linea de ceros y de aquí que ML Cunt 
+- E,F,Fa' >- F,Ca tiene una línea de ceros, Por tanto, d 
|AB| = 0. Si B es singular, Cy tiene una columna de ceros y ari 

M tiene una columna de ceros, dando otra vz [M] = O y Ll = me 
que M dd o B ea singular, [4| |B| 0 y de aquí que 148 = |A] 

Teorema 12. |AB| = JA}: |B], donde B* es la transpuesta de la ma- 
triz B. 

Obsérvese ue este teorema indica un segundo camino para multiplicar 
hacias dead n: simplemente se encuentra el determinante 


A € gy 
proporciona de linea por linea para la multiplicación 
nos proporciona ens emsración consiste en observar que ur 

141: 18'| = 141» 18, porque el determinante de la transpuesta 
matriz es igual al determinante de la matriz. 
- 1 
EMPLO. Tx lr ill || = minim se ha de 
A AE 3. pe 2 Rn 
cuado aplicando la regla de línea por columna, pero el producto = s | 


si se ha efectuado la multiplicación aplicando la regia de línea por línea. 

















Ejercicios 

i Si s m a + b + e para im 1,2,3 y 4, probar que: 
i e.» 
a b c|:|1 5» P|[-7|n % %)> 
ar elwe e nhan 

2. Probar que: 


aa bb xc ea tfo tge) 
ac bfi Hg en e Pom 


Ese e d a 





a b 
f 
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6* ADJUNTA E INVERSA DE UNA MATRIZ 


DEFINICIÓN. Sea A = (ay) una matriz de n 
X n, Sea Ciz el cofactor 
fcm Entonces la matriz [Css], donde el elemento Cj, ca 
ibis y la. i-ésima columna es igual a C,; se llama la adjunta 
A, denotada frecuentemente por adj 4. 


Teorema 13. A(adj A) 7 |A|T y (adj A) = |A|L 


El elemento en la k-ésima línea y la i-ósi 

y la i-ó&ima columna del producto 
AlCu") es Sa aC = Ep, aCi el cual, de acuerdo con el teore- 
ma 6, es igual a cero si & ^i y que, de acuerdo con el teorema 1 es 
igual a [4] si k = i. De aquí que A(adj 4) es una matriz diagonal con 
elementos diagonales iguales a (4|. Por lo tanto, A (adj 4) = All. En for- 
ma semejante, el elemento en la j-ésima línea y la A-ésima columna del 
producto [Cyv'JA es Et ., C,/aa — E}, Ciam, el cual es igual a cero 
Ki ksguluuikick 

E US MORE 


Corolario. A7? z: (adj A) /|Al. 
xjmwrto, La adjunta de la matriz 


e -1 3 -1 3 
1d ds 4 15 ol 
E 23 sos 2 4 -6 
421234: 443i 
E 22 2 -1 az. 
dr dd il 


ide 
Et 

















2. Encontrar las adjuntas y las inversas de las siguientes matrices: 
1 23 3-17 2353 - 
|J]. || s). elos 4] 
4 3 5 01 1 


2. - 
3. Encontrar el producto A(adjA) si a-f -3 ; 
-4 


4 Sea A una matriz de aX n. Probar que cl determinante de la adjonta de 
A e jar”. 

5. a M 
¡A 


7- REGLA DE CRAMER 


El último corolario prueba la regla de Cramer para resolver n ecua- 
ciones lineales simultáneas con n incógnitas. 


Teorema 14. Silas n ecuaciones lineales simultáneas con n incógnitas 
Ipai 0% = Ca cOn i= 1,2,- n, tienen un determinante de los coefi- 
cientes diferente de cero |A| = janl, entonces las ecuaciones tienen las 10- 
luciones únicas xy = (Cin +C t > +CayCa) /[A), con j 1,2, m 
donde Ci; es el cojactor del elemento ai; €n lAl. 

Haciendo X* - [3 xs ^5 x«) y C* z [es 6s, 7, €0], escribanse las 

matricial como AX = C. Entonces, la solución es, 
tal y como se vio con anterioridad, X  4-*C. La forma de la solución 
en el teorema se encuentra aplicando A~ = (adj A) /14]. Por lo tanto, 
el elemento en la ¿ésima línea de la solución matricial es 
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PELITCNE T 
' eM ^i^ 
Nótese que el numerador en la solución es 


A PA arsa n 
9? 770853 Ca 0p 51 ds. 





que es el determinante obtenido al sustituir la j-sima columna 
por las constantes e, ¿== 1,2,-=>,m, de |4| 


Ejercicios 
AN la regla de Cramer para encontrar las soluciones de las siguientes 


23 cytitw-0 
Z-y4 4, 





Sz — dy + 5z = 18. 


A P 

*34Rw-Ebe 

a iret 4.12-y 3 2e md, 
3r + 4y + 2e m0. TT 2, 


3e + Sy — S: + 3w m0, 
Ae 1 + 5, 


8: RANGO DETERMINANTE DE UNA MATRIZ 


DEFINICIÓN, Se dice que una matriz A de m X n es de 
* " i 
rd EN 3i d 5x d da 4 ctas ds 
ys leterminante de toda submatri: 

DA triz de A de (d +1) x 
Obsérvese que esta definición implica que el determinante de 
submatriz de A de r X r, con r > d + 1, es cero porque un determinante 
es una función lineal homogénea de los cofactores de una linea o una 
columna y los cofactores son determinantes de orden r— 1 si el deter- 
A MADERA RE 

expresarse como una suma lineal de determinantes 
de orden d +1 y de aquí que debe ser cero. 
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Teorema 15. El rango de una matriz es igual a su rango determi- 
nante, 


Sea d el rango determinante de una matriz A y r su rango, Por lo 
tanto, A tiene una submatriz D de d x d cuyo determinante |D] 40. 
Considérense aquellas líneas de A en las cuales se encuentra D. Las líneas 
de D son linealmente independientes puesto que D es no singular. De 
aqui que las d lineas de A que contribuyen con elementos para las 
lineas de D, son linealmente independientes porque una relación lincal 
entre las líneas de A también proporciona una relación lineal entre las 
lineas correspondientes de D. De aqui que el número máximo r de líneas 
de A linealmente independientes, por lo menos es d; es decir, 1 2 d. 
A continuación, se probará que r < d. Considérense r líneas de A que 
sean lincalmente independientes y denotemos por R la submatriz de A 
de r x n formada por estas r lineas. Ahora, puesto que cl rango línea de 
R es r, su rango columna también cs r. De aquí que R tiene r columnas 
linealmente independientes. Sea R, la submatriz de R de r X r formada 
por estas columnas lincaimente independientes Es no singular y de 
aquí que |R,| ^ 0. Pero R, también es una submatriz de A. De aquí 
que r < d. Recordando la desigualdad anterior 1 2 d, se concluye que 
r7 d. 

Nótese que, incidentalmente, se ha probado el útil corolario si- 
guiente. 


Corolario. d líneas cualesquiera de una matriz que contienen una 
submatriz de d X; d cuyo determinante no es cero, son linealmente inde- 
pendientes. 


Ejercicios 

Determinar si las lineas de cada una de la» matrices siguientes son lineal- 
mente dependientes. Si son linealmente dependientes, encontrar un subconjunto 
;nàximo que sea linealmente independiente. 


01 ! TE EL 
taid iS 

MIL E A blas 21 
4 24 2 i$ 3 
23-45 3 37 
Pel a pts x 

Sl 3 E + 3 58 
7 $2 717 ls 35 
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9: POLINOMIOS CON COEFICIENTES MATRICIALES 
Sean A, 4,777, A, matrices de n X n sobre un campo F. Se construye 
el polinomio 

Ilx) = Aa t Ax t Ap? + > + Apr” 
en la indeterminada x. El símbolo x es para actuar como un escalar res- 
pecto de los coeficientes matriciales, Así, /(x) también puede considerarse 
como una matriz. Por ejemplo, puede escribirse 


E -a esed 31 
Je 
[HE Jy 
+24 24 e 
2 1428)" 
Si g(x) = B, + Bix +=: + Bax", donde Bo, B,,***,Bw también son 
matrices de n X n sobre el campo F, pueden definirse la suma y el pro- 
ducto de f(x) y g(x) en la forma acostumbrada: 
tix) + elx) = (do + Bi) + (41 + Bix + >" 
+ (An + Ba) + Amat boob AS, rm 
h(x) f(x) *a(x) = ABs + (AB, + AB) + 
EA E 
Estamos interesados en definir un valor funcional de f(x) cuando se 
sustituye una matriz C por x. Ya que la multiplicación de matrices no es 
conmutativa, es obvia la necesidad de la definición, porque ahora se ve 
que se sustituye x por un simbolo que ya no es conmutativo con cada 
matriz. Por ejemplo, si 


"344343 


KR DIAM por x, se observa que la matriz 


-ıl 
Ld 3 de i 
|T b 3 
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De aquí que se defina un valor funcional derecho Íp(C) y un valor fun- 
cional izquierdo [,(C), de la manera siguiente: 


fo(C) = A HAC HAC +H +A 


NC) = As + CA: + CA, + 00 + CA, 


Fácilmente se ve que, si f(x) -g(x) = h(x), no se sigue necesaria- 
mente que fp(C) * go(C) =ho(C). Sin embargo, puede probarse el teo- 
rema siguiente. 


Teorema 16. Sea f(x) -g(x) = h(x), dende f(x), g(x) y h(x) son 
polinomios cuyos n son matrices de n x n tal que go(C) - 0. 
Entonces, hy(C) 


Aplicando la notación dada anteriormente para f(x), g(x) y h(x), 
se ene 


ho(C) — XN + (4B, + ABa) C + (AaB: + AB, + ABe) O? 
+ ABC” 
ABRO 4 B.C") 
*ÁA(,EBC CE BIOS)CH- 
+ M(B, + BC + + BUCH) ON es 
+ An(B, + B,C +=: + BC") C" 
— As(C) - Aup(C)C ^: Aqo(C)C". 


Así, si go(C) = 0, ho(C) = = 0, En forma semejante puede probarse que, 
si f(C) = 0, entonces h¿(C) = 0. 

Con base en estas observaciones se ve que la teoría de los polinomios 
con coeficientes matriciales es más complicada que la teoría de los poli- 
nomios sobre un campo. 


Polinomio característico de una matriz 


Sea A una matriz de n X n sobre un campo F. Se construye la matriz 

A — al, donde I cs la matriz identidad de n X n y x es un indeterminado. 
t ale at anat *o(—1)*x* — f(x) se llama 
polinomio característico de la matriz A. 


Ejumrio, Sea a=[; apo 


A-at= ES al 
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y A = xl = 4 — S x! e f(x). Un cálculo sencillo demuestra que —41 — 34 
+4 es la matriz cero. 


A continuación se probará que, en general, si se sustituye una matriz 
A por x en su polinomio característico, y si el término constante en el 
polinomio se multiplica por la matriz identidad, la suma resultante es la 
matriz cero. Así, se dice que una matriz A cs un cero de un polinomio 
característico. 


Teorema 17. Teorema de Cayley - Hamilton. Sea A una matriz de 
nX na sobre un campo y sea f(x) = b, + bix + ba? +- + (—1)*x* 
su polinomio característico. Entonces b,I--b,A--b,A*-- -:* Fk (—1)*A* 
= 0, 


Ahora, adj(A—x1)(A—x1) = [(:)1. Los elementos de adj(4 — xl) 
son polinomios en x* cuyo grado es cuando más n — 1, con coeficientes 
sobre el campo F. De aquí que adj(4 — xI) puede considerarse como 
un polinomio en x cuyo grado es cuando más m — 1, con coeficientes 
matriciales sobre F. Así, adj(A — xI) * (A — xI) es el producto de dos 
polinomios con coeficientes matriciales, los cuales son iguales a un poli- 
nomio en x de grado n cuyos coeficientes son matrices escalares sobre F. 
Nótese que A — AI = 0. De aquí que, de acuerdo con el teorema previo, 
Íp(A)1 - 0, pero, puesto que los coeficientes de f(x)! son matrices 
escalares, los valores funcionales derecho e izquierdo son los mismos. De 
aquí que puede escribirse f(4)7 - 0, que es el resultado deseado, 


prrinición, Los ceros del polinomio característico de una matriz 
sobre un campo F se llaman raices caracteristicas* de la matriz. Si el 
campo F es el campo de los números complejos, entonces el polinomio 
característico de una matriz de n X n sobre F siempre tiene n ceros que 
son números complejos. 

Las raíces características de la matriz A, en el ejemplo anterior, 
son —1y4 


Ejercicios 


Formar el polinomio característico y encontrar las raíces características de 
las matrices siguientes sobre el campo de los números complejos, 


* Llamados también eígenvalores. 





3. 
43) 
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de Cayley-Hamilton para las matrices de 2 x 2 mediante 


bw 
Lc 


3 


3 
s 
Probar el 
cálculo 


^ ts 
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J[ 
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e 
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ición necesaria y suficiente para que las raices caracte- 


de 2 x 2 wan iguales. 


7 
B. 
9. matrices de 2x 2 cuyas raices caracteristicas sean 1 


i 
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10: MATRICES SEMEJANTES SOBRE UN CAMPO 

DEFINICIÓN. Si existe una matriz $ no singular tal que $245 =B, 
entonces se dice que A y B son semejantes. 

la equiva- 

Nótese que la semejanza de matrices es un caso especial de 
lencia de matrices. Se darán algunas de las propiedades más sencillas de 
las matrices semejantes. 

Teorema 18. Los determinantes de las matrices semejantes son 
iguales. 

Sea B = S-AS. Entonces |B| 5-45] ** [S="]-JA1- 181 = 141: 153 
«p= Aj: s-s = MI: U| 7 ME 

Teorema 19. Las matrices semejantes tienen el mismo polinomio 
característico. 


Sea B — $-'AS. Entonces 
B— x1 = $748 — xp =S-"AS — S (xD) 
2 S-*(AS — xl$) — $-*(4 — «D$. 


De aquí que 
B — xl 5 $7: 14 — xl]: [5| = 14 — ll. 
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Por ejemplo, sus determinantes son los productos de los elementos que se 
encuentran en su diagonal principal y el producto de dos matrices dia- 
gonales es una. matriz diagonal. Además, el polinomio característico de 
una matriz diagonal cuyos elementos diagonales son di, ds,^^-, d, es 
(d, — x) (ds — x) >> (de — x) y de aquí que sus raíces características 
son di, da,*** , da. Es interesante examinar un ejemplo sencillo de una 
matriz que es semejante a una matriz diagonal. 


Teorema 20. Sea A una matriz de n X n sobre el campo de los ná- 
meros complejos, Si las raíces características de la matriz A son distintas, 
entonces A es semejante a una matriz diagonal. 


Considérese que |4 — x/| — f(x) tiene los ceros distintos Ts, Ta, *** + Tm 
Se construye una matriz $ no singular tal que S”*AS sea una matriz 
diagonal en la que los elementos diagonale son r7, ^, r4. Primero 
se demostrará que pueden encontrarse matrices, o vectores, de n x 1,5,, 
tales que AS; = 1/5, para j=1,2,*>*,m. Denotemos los elementos de 
Sy por Sij, Sajs ^77, fj. Ahora, AS; = raS; puede escribirse como (A — 
r,I) 5, — 0 que, para cada j = 1,2,--*,n, es un sistema de m ecuaciones 
lineales homogéneas con las n incógnitas siy, con i = 1, 2,:** , n. Este sis- 
tema tiene una solución diferente a. (0,0,:-:,0) si y solamente si el 
determinante |4 — r,/| — 0. Pero, r, es un cero de f(x), y de aqui que 
se tienen las soluciones diferentes de cero deseadas para cada j. Las co- 
lumnas de la matriz $ son las n columnas Sy. 

A continuación se demostrará que los n vectores Sy son linealmente 
independientes, Supóngase que existe una relación lineal X3, , eS; = 0 
El método que se aplica para demostrar que €; = 0, por ejemplo, puede 
aplicarse para probar que cada e, = O para j = 1,2,- ->, n. Multipliquese 
el primer miembro de la ecuación matricial Y, e¿5, = 0 por el producto 


(4 — (A — ral) ++ (A — ral), 
obteniendo 


(A — ral) (A — ral) o (A tal) (eSa F eSa H H eSa) = 0. 


Nótese que los factores (A — r¿f) son conmutativos, uno con respecto 
a otro. Ahora, 


(A — rDes 5 (AS, — eS = (Ss 1) a 
7 (n— rS. 
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de modo que 
(A— ri) eS, = 0, 
Por lo tanto, 


(4 — ral) (A — rl) - (A — nl) (o d ers E CSa) 
= (A = nI) (A — nl) (A ra 
-(n-—nn-n:'n— Fa) cis: = 0, 


solamente si c; = 0. De aquí que las columnas 5; son linealmente 
i Ye manera que $ es no singular. Puesto que AS) = tih 
donde las S, son las columnas de $, se tiene 


sy 


noo o 
0 ri 0 0 
ARB usi 
000 Pa 


y finalmente, que $7345 es una matriz diagonal. 
2-1 E 
m— seio 4-| 6 don tme m mann e 2 


—]. Se resuelven los dos sistemas de ecus- 
E 1) qne tene lo dot S Ad ve ene (4 — 4I). 0 y (4: Do 0, 
Jos cuales, escritos explicitumente, son respectivamente 


2 > e 
Estas ecuaciones nos dan 2h + 0 0 y So m0. Hocoglando du 1 Y 


sm 1, se obtiene mm —2 y s 3. Por lo tanto, Sej _2 s| rss- 


[k] 


matriz en forma. 
Encontrar las matrices $ no singulares takes que $45 sea una 
diagonal para cada una de las siguientes matrices A: 





p 3 Ed HET 
q:3 3 31 


1 
7. Demostrar que toda matriz A de 2 x 2 tal que. A' — —] es semejante a la 


[-4]- 
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1 -SUBGRUPOS NORMALES Y GRUPOS FACTORES 


Ahora que se tiene otro ejemplo de una operación no conmutativa, 
a saber, la multiplicación de matrices, iniciaremos un estudio adicional 
de las propiedades de los grupos. Es conveniente que el estudiante repase 
las definiciones de grupo, subgrupo y la de clases laterales derecha e ia- 
quierda de un subgrupo en un grupo. 


Subgrupo normal o invariante 


Sea S un subgrupo de un grupo G. Entonces, si af = Sa para todo 
a en G, se dice que S es un subgrupo normal o invariante de G. Obsér- 
vese que, si $ es un subgrupo normal de G, las clases laterales derecha 
e izquierda de S en G coinciden, de manera que puede hablarse de las 
clases laterales sin ambigüedad. 

EJEMPLOS. Todo subgrupo abeliano es un subgrupo normal. El subgrupo $ 
con elementos ¿== (1)(2)(3), (125), (132) es un subgrupo normal del grupo 
simétrico de tres símbolos. Las clases laterales derecha e izquierda de este sub- 
grupo en el grupo simétrico de tres simbolos son í, (123), (132) y (12), (13), (23) 
y de aqui que aS = Sa para todo a en C. 

Nótese que, cuando se escribe aS = Sa, no se da a entender que debo 
tenerse as = sa para todos los elementos s de S. Mås bien se da a entender 
que, si se da un elemento s, de $ tal que ası = sā; s; puede ser igual, 
o no, a 5. Así se tiene (12) (123) = (13) = (132) (12), donde (123) 
y (132) están en $. 


DEFINICIÓN. SiS, y S; son dos subconjuntos de un grupo G, se define 
el producio $$; como el conjunto que consiste de todos los productos 
fw, para s, en Sy y s en So. 
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Teorema 1. Si S es un subgrupo normal de un grupo G, entonces Se desea demostrar que aS = Sa para todo a en G. Primero, se do- 
el producto, (aS) (bS), de dos clases laterales, aS y bS, de S en G es la mostrará que todo elemento de Sa es un elemento de aS. Puesto que el 
clase lateral (ab). producto de dos clases laterales izquierdas es una clase lateral izquierda, 


se tiene S(aS) = (iS) (aS) = bS. Pero a = i(ai) está en S(aS) y, puesto 
que dos clases laterales son idénticas o ajenas, bS = aS, De aquí que 
(Sa) S — aS. Ahora, i está en S y, por lo tanto, si x — sa está en Sa, 
(as) (bs;) 7 a(rb) ss, donde s, y s están en S, Puesto que S es un sub- > — = M NM Y está en S, es decir, todo 
grupo normal de G, sb = bss donde s; está en S. De aqui que x= Por otra supóngase we ds es cualquier elemento de aS, donde 
a(bs,)s — (ab) (554). Pero S es un subgrupo de G de modo que sss, = s, sak é D el nds (as) (a7^57*) 9 a(sa-*572). Ya que 
en $. Así, x= (ab)s, y de aquí que x está en (ab)S. precisameni te se ha demostrado que Sa está contenido en af, se tiene 


Si x está en (ab)S, entonces x= (ab)s, donde s está en S, De aqui 
que x = (ai) (br), donde i es el elemento identidad de S. Por lo tanto, 
à está en (aS$)(b$). Reciprocamente, si x está en (aS)(b$), x 


i =e . De aqui que (ar) (a-^r-*) -a(a7*i7") 
Teorema 2. Si S es un subgrupo normal de un grupo G, entonces las 14717475, donde s, está en S. : 
jases lat :eicaci = a(a~*s) = s estå en $ ya que S es un subgrupo de G. Se sigue que 
e paisible un grupo respecto de la multiplicación as = a (18) = (6.s)a = na, donde sa está en S. As, todo elemento, 4i, 
de aS es igual a un elemento, sa, de Sa y de aqui que aS = Sa para 
Precisamente se ha probado que el producto de dos clases laterales todo a en G. 
de S es una clase lateral de 5. Puede demostrame fácilmente que 
n M Ejercicios 
S(a$) — ($a)$ — (aS)S — a($$) — a$ y el inverso de as es ais Prot k matrices forman un grupo O respecto de la multi- 
puesto que (a-^$) (aS) 7 (a-'a) (SS) = iS = S. RE 
1 01 -1 -1 
. Las dos clases del - - . ea NT á 
HA A Mewel (0 (5), (123), (132) i b a La 0 b E Als D d 
1 1 -l o =f 
Grupo cociente o grupo factor «-[, 4 o): s-[ o HE e- oj" 
El grupo de clases laterales de un subgrupo normal $ de un grupo G, 2. En los cuatro ejercicios siguientes denotar por G el grupo del ejercicio 1. 
bajo la multiplicación de clases laterales, se llama grupo cociente o grupo a => 
factor del grupo G dado. Se denota por G/S o, en el caso de los grupos pue ar Gur GU AG cíclico. 
sbulfanot, te acostumiies. damotas por O — 3. que be cemento i. o, b, c forman un subgrupo normal da O: 
Solamente se pueden usar subgrupos normales para definir un grupo d. Demostrar que los elementos í, d no forman un subgrupo normal de G. 
factor de un grupo G. Porque, para que las clases laterales izquierdas 3. Denotar por k el número de clases laterales ie de un subgrupo $ 
o las clases laterales derechas de un subgrupo $ en G formen un grupo, 4 P bar A 
se requiere que el producto de dos clases laterales izquierdas de $ en G 5 Probar: Si G es un grupo abeliano y $ es un subgrupo de G, entonces G/S 
sea una clase lateral izquierda de $ el lucto de dos clases lat abeliano, 
cin ted ds a 6. Hacer una lia de todos los subgrupos pora del grupo simétrico sobre 
guiente demuestra que esta condición implica que $ sea un subgrupo T 
normal. 
2 + CONJUGADOS 


Teorema 3. Si el producto de dos clases laterales izquierdas de 
un subgrupo S en un grupo G es una clase lateral izquierda de S en G, DEFINICIÓN. Sean x y a dos elementos cualesquiera de un grupo G. 
entonces S es un subgrupo normal. Entonces, se dice que el elemento x”*ax es el conjugado de a bajo G 
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y x ax y a se llaman elementos conjugados bajo G. También se dice 
que el elemento x7*ax es el transformado del elemento a por x. 


Teorema 4. Los elementos de un grupo pueden separarse en clases 
mutuamente exclusivas de elementos conjugados. 


Para probar este teorema simplemente se necesita demostrar que 
la relación b conjugado a a bajo un grupo G es una relación de equi- 
valencia. Las tres propiedades de una relación de equivalencia pueden 
comprobarse de la manera siguiente. El elemento a es conjugado a a 
porque i-'ai — e, donde i es la identidad. Si a es conjugado a b, en- 
tonces b es conjugado a a porque, si a — x-'bx, entonces b — xax”* 
z (x7) 7*ax7*. Si a es conjugado a bh y si b es conjugado a c, entonces 
a es conjugado a c, porque si a — x7"*bx y b 7 y7?cy, entonces & — 
x-'(y-' cy) — (yx) 7"c(yx). Por lo tanto, los elementos de un grupo 
pueden separarse en clases mutuamente exclusivas de elementos con- 


imétri » ent 
elementos conjugados. La primera clase consiste de la identidad i $ 
la segunda clase consiste de (123) y (132), y la tercera clase consiste de los 
elementos (12), (13) y (23). 


s 
g 


Teorema 5. Aquellos elementos x de un grupo G tales que x-'ax 


=a forman un subgrupo N de G, llamado el normalizador del ele- 
mento à. 


Nótese que este teorema dice que todos los elementos de G que son 
conmutativos con un elemento dado de G, forman un grupo. Es obvio 
que el normalizador contiene al grupo cíclico generado por el elemento 
dado. Se procederá a la demostración. Considérese el conjunto N de 
elementos que son conmutativos con el elemento a. Para probar que N 
es un subgrupo, simplemente se necesita probar que el conjunto N es 
cerrado y que si contiene a x contiene a x7*, Sea x^'ax — a y y^?ay — a. 
Entonces, a — x-'ax — y-'(x-'ax)y — (xy) "a(xy). Por lo tanto, el 
conjunto N es cerrado, Ahora, si x está en N es obvio que x~? está en N 
porque, si x~'ax = a, a = xax™' = (x7!) *'ax7?, 


Teorema 6. Sea N el normalizador de un elemento à de un grupo G. 
Entonces, todos los elementos de la clase lateral! derecha Nb de N trans- 
forman al elemento a en el mismo conjugado b”*ab. Además, si b”*ab 
7 c7'ac, entoncer Nb — Nc. Ari, existe una correspondencia biunivoca 
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entre las clases laterales derechas de N en G y los elementos conjugados 
a a bajo G. 

Todo elemento nb de Nb transforma a en b-*ab, porque (nb) -*a(nb) 
= 7! (n7*an)b  b7*ab. Ahora, si b-7!ab 7 c7?ac, entonces (rg 
a(bc7?) — a y bc? está en N. Ya que bc-* está en N, N = N (be~) 
de modo que Ne = N (be-t) e  Nb(e7 c) = Nb. 


Corolario. Si G es un grupo finito, el número de elementos en una 
clase dada de conjugados es un divisor del orden del grupo. 


acuerdo con el teorema 6, el nümero de clases laterales derechas 
a normalizados de un elemento a en G cs el número de con- 
jugados en una clase, Ahora, se aplica cl teorema de Lagrange que esta- 
blece que el número de clases laterales derechas de un subgrupo en un 
grupo, es un divisor del orden del grupo. 


Transformación de una permutación 
Es interesante encontrar una forma sencilla para transformar cual- 
quier permutación por cualquier otra transformación. Sea 7 (123^-* 8) 


1237 
cualquier ciclo de s simbolos y sea = =( . 


LLL M, LAMP 
tación sobre est  simbolos. Entonces 2 c (^2 7 )y tat 
mente se ve que x7*ax — (liiis iis). Así, para transformar la per- 
mutación a por cualquier otra permutación, se sustituyen los símbolos 
en a por los símbolos que les siguen en la permutación de transforma» 
ción. Sea a= (123) (456) y x= (2143) (56), por ejemplo. Entonces 
x-ħax = (412) (365). 


$ de 

La relación entre conjugados no se restringe a los elementos un 
grupo. Si x es un elemento de un grupo G y si S es un subgrupo de G, 
entonces x-*Sx es un subgrupo de G y se llama conjugado de $ bajo G. 
Fácilmente se ve que x-"Sx es un subgrupo porque el producto de dos 
elementos del conjunto. x-!$x, (x7'sx) (x^ ^x) = xm (sf)x es otra vez 
un elemento del conjunto x-'Sx. Además, si x-'«x está en a7 *$x, enton- 
ccs su inverso, x77 ^x, está en x-^5x. Por lo tanto, se ve que la palabra 
subgrupo puede sustituirse por elemento en todos los teoremas prece- 
dentes sobre elementos conjugados. 
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Nótese que la definición de subgrupo normal, es decir, un subgrupo 
S de G tal que aS = Sa para todo a en G, puede establecerse en una 
EU ac lo: $ es un subgrupo normal de G si a7*$a — S$ para 

a en G. Entonces, se dice que un subgrupo normal es autoconju- 
gado bajo G. - 


Ejercicios 

L Separar los elementos del grupo de permutaciones óctuple í = 1) (2) (3) (4 
(1234), (15) (34), (1432), (13), (24), (12) (34), fes) H ipn 

2. Encontrar el normalizador de] elemento. (14) (23 grupo óctuple. 

3. DAAA Die lana mermas dal pros Laila T 

4. Encontrar las clases de elementos conjugados del grupo cíclico de orden 5. 


3: AUTOMORFISMOS DE UN GRUPO 


DEFINICIÓN, Un isomorfismo de un grupo consigo mismo se llama 
automorfismo. 


Se desea definir el producto de dos automorfismos de un grupo. Para 
hacerlo, es conveniente escribir a +> f(a) en lugar de a «»4', como se 
hizo anteriormente, Por lo tanto, f es un automorfismo de un grupo C si 
y solamente si a +> f(a) es una correspondencia biunfvoca de C consigo 
mismo y f(ab) = f( f(b) para todos los elementos a y b en G. 





DEFINICIÓN. El producto, f*g, de dos automorfismos f y g de un 
grupo G, es la correspondencia h definida por a+» h(a) 7 f[g(a)]. 


Ahora, se demostrará que el producto de dos automorfismos es un 
automorfismo y, de hecho, se probará que se tiene un grupo de auto- 


Teorema 7. El conjunto de todos los automorfismos de un grupo 
forma un grupo bajo la operación producto para los automorfismos. 


Sea G un grupo y f, g y h automorfismos de G. Entonces, es evidente 
que a+»f-g(a) = fíg(a)] es una correspondencia biunívoca entre los 
elementos de G, puesto que a+»g(a) =a4' y 4 €»f(a') son corres- 
pondencias biunívocas. "También f-g(ab) — f[g(ab)] — fig(a)g(5)] 
fee (0) 7 if CO TE] de manera que la i 
oef- gia) æ conserva bajo la operación de grupo. De aquí que es 
cerrado. Es obvio que, si i(a) = a, la correspondencia WD pede 
ciona el automorfismo identidad i. Sí f es la correspondencia biunívoca 
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asf(a) y g es la correspondencia biunívoca f(a) e» git (a)] ** a, en- 
tonces g` f = i y g es un inverso izquierdo de f. Finalmente, [(f - g) * h](a) 
= [f- glh(a) = f{gih(a)]} = fig- h{a)] = [f (g-h)](a) de manera que 
(f-g) -h= f- (g'h). 


Teorema 8. Para todo elemento fijo x de un grupo G, la correspon- 
dencia a €»x-^'ax er un automorfismo de G. 


Siae»x-ax y si be»x-!bx, entonces. ab €» (x7*ax) (x^?bx) ** 
x7" (ab) x. 

Los automorfismos que pueden establecerse transformando los ele- 
mentos de un grupo G por un elemento fijo x de G se llaman automor- 
fismos internos de G. Todos los demás automorfismos se llaman auto- 
morfismos externos de G. 


Teorema 9. Los automorfismos internos de un grupo G forman un 
subgrupo normal 1 del grupo A de automorfismos de G. 


Sea f(a) 7 x-"ax y g(a) 7 y-'ay. Entonces, f- g(a) 7 f(y"*ay) = 
a7 (y ay)x = (xy ")alyx) = (yx) "a(yx). De aquí que f-g es un 
automorfismo interno si f y g son automorfismos internos. El automor- 
fismo identidad i tiene la propiedad de que i(a) = a = i~'ai = x (don- 
de i es la identidad de G) y de aquí que i es un automorfismo interno. 
Finalmente, si f(a) 7 x-'ax, entonces f7*(a) — (x7!) -'ax-! — xax^* 
puesto que f! -f(a) - f^^ (x-*ax) — x(x7'ax) x^! — ac i(a). De aquí 
que si f es un automorfismo interno, también lo cs f-*, Así, los automor- 
fismos internos forman un subgrupo 1 del grupo A de automorfismos 
de G. 

Falta que 7 es un subgrupo normal de A, es decir, debe 
ua conica cniin y ] n RD 
automorfismo interno, entonces f-!:j:f es un automorfismo interno. 
Supóngase que j(a) 7 x-*ax. Entonces 


It 3: f)(a) = [E-* ja) = Exa) x] 
HA (a) = (f-o) = yay 


donde y = £-*(x). (Nótese que puede aplicarse el hecho de que en un 
isomorfismo, si la imagen de a es b, la imagen de a~ es b7*.) 


xjxxrLOS 


1. El grupo ciclico de orden cuatro, a, a’, a* a* — i mo tiene automorfismo 
interno excepto la identidad, pero tiene los automorfirmos externos siguientes: 
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iei 
aot 


des 
dos 


Por lo tanto, el grupo de automorfismos es de orden 2. 


2 


El grupo de automorfismos del grupo simétrico sobre tres símbolos con» 


siste solamente de automorfismos internos. Haremos la li 
lista de los automorfismos 
y bajo cada automorfis 
ino daremos la permutación de trznsíormación x aplicada 


para establecer el 


a 
iet 
(123) (123) 
(032) (132) 
(02) (12) 
(133) (13) 
qe a» 
z= 


4 
iei 
(123) (132) 
(0132) (123) 
0203) 
3 03) 
0) (02) 
æ = (13) 


b 
den 
(023) (132) 
(132) (123) 
(02) (013) 
(13) (12) 
(23). (23) 
z = (23) 


e 
deti 
(123) (123) 
032 (032) 
(02) (23) 
(03) (102) 
Q3) (13) 
z = (123) 


e 
iei 
(123) (132) 
(132) (123) 
(02) (12) 
a3) (23) 
(Q3) 03) 
z = (12) 


f 
iet 
(023) (123) 
032) (132) 
(12) (13) 
(03) (23) 
Q3)e (12) 
z = (132) 


A continuación, se dará la tabla de multiplicación para el grupo 
identidad, 


de automorfismos donde a es el automorfismo i 


Por ejemplo: 


b-«() 9 e] = BG) = i = RA); 





b» (123) = be(123)] = (132) = (123) e f(123); 
b» c(132) = bfe(132)] = 1123) == (132) == 1(132); 
b- e(12) = bfe(12)] = b(12) = (13) = N12); 

b «(13)  Me(13)] e 823) = (23) = 13); 

b «e(23) — bíc(23)] » b(13) — (12) — f(23). 
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Asi, b- c(a) = f(a) para todos los elementos a del grupo simétrico 
sobre tres símbolos y de aquí que b'e = f. 


Ejercicios 
1 Encontrar el orden de cada uno de los automorfismos del grupo simétrico 


2 Encontrar el grupo de automorfismos del grupo de las cinco raíces quintas 
de la unidad. ¿Es ciclico? ¿Algunos de estos automorfismos son automor- 
fismos internos? 

Encontrar el grupo de automorfismos del grupo óctuple. 

Encontrar el grupo de automorfismos del grupo cíclico de orden 6. 
Encontrar el grupo de automorflsmos del grupo cuatro i= (102010, 
(12)(84), (13) (24), (14) (23). 

Encontrar el grupo de m del grupo alternante sobre cuatro shme 
bolos. ¿Algunos de los automosfirmos son automorfismos externos? 
¿Cuántos automorfismos tiene un grupo cíclico de orden p? ¿Uno de ot 
den pa? (p y q primos distintos). 


= p pro 


4: HOMEOMORFISMOS DE GRUPOS 


DEFINICIÓN. Denotemos por a, b, c,*** , los elementos de un grupo G 
y por af, b’, c^, ===, los elementos de un grupo G”, Se dice que el grupo 
C' es una imagen homeomorfa del grupo G si es posible establecer una 
correspondencia a «» a” de los elementos de G sobre los elementos de G” 
tal que: 

1 cada. elemento a en G' tiene exactamente una imagen a' en G'; 

2. cada clemento de G' se presenta por lo menos una vez como 


s ti a= g y b— b’, entonces ab —> a'b’. 
La correspondencia se llama homeomorfismo de G sobre G”. 

Nótese la omisión de la doble flecha para indicar que el mapeo es 
de G sobre G”. En general, un homeomorfismo no es una correspondencia 
biunivoca sino una correspondencia múltiple, Si la correspondencia es 


EJEMPLO. Sea G el grupo simétrico sobre n simbolos y sea G' el 

ti de orden 2 que consiste de los elementos 1 y —1. Puede 
fene un homeomorfismo haciendo que cada permutación para tenga la imagen 1 
y cada permutación impar la imagen —1. 


Teorema 10. Sea un grupo G' la imagen homeomorja de un gru- 
po G. Entonces, la imagen de la identidad en G es la identidad en G' 
y, i aa, entonces a™ => (a^) >. 
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Éste teorema se demuestra en la misma forma en que se demostró 
el teorema correspondiente para un isomoríismo entre dos grupos. Su- 
póngase que la identidad i de G tiene la imagen al en el homeomorfismo, 
y sea x cualquier elemento de G’. Sea x un elemento de G que tiene x^ 
como imagen en G’. Entonces, ix->4'Y. Sin embargo, ix — x y as, 
av - x para todo elemento x' de C. De aquí que a' es la identidad 
de G’. En forma semejante, si x-! — M, entonces x-'x — b/x'. Sin em- 
bargo, x7* - i y así, Vy = ï, la identidad de G’. Por lo tanto, b’ es 
el inverso de x'. 

Ahora, coloquemos en una clase todos aquellos elementos a de G 
que tienen la misma imagen a’ en G’. El teorema siguiente describe estas 
clases. 


Teorema 11. Sea un grupo G’ una imagen homeomorfa de un gru- 
po G. Entonces, aquellos elementos a de G cuya imagen es la identidad 
en G' forman un subgrupo normal S de G y aquellos elementos de G 
que tienen la misma imagen en G' forman una clase lateral de S en G. El 
grupo factor GJS es isomorfo a G*. 


Considérense los elementos en G que tienen la identidad i' como 
imagen en G’. Denotemos este conjunto por S. Si a i' y b — i', enton- 
ces ab — i'i — i'. Por lo tanto, el conjunto $ es cerrado. Además, si 
a — ?', entonces, por el teorema previo, a7! — (P) ? sz i' y, asi, el in- 
verso de cada elemento en S está en $. De aqui que S es un subgrupo 
de G. 

En seguida se probará que $ es un subgrupo normal de G. Ahora, 
todos los elementos de la clase lateral izquierda x$ tienen la misma ima- 
gen en €” porque, si x— x^ y s está en S, entonces xi — x'i' 7 x’. Ade- 
más, si y — x^, entonces, tal y como se probará, y se encuentra en x$. 
Ahora, x-7*y — (1^) =%7, De aquí que x-*y está en S y y está en 
xS. En forma semejante, puede probarse que todos los elementos de G, 
cuya imagen es x’ en G’, forman la clase lateral derecha Sx. De aquí 


las clases laterales de $ en G y los elementos a’ de G’. De aqui que si 
aS—>a' y bS— V, entonces. (aS) (bS) — (ab)S — a'b', De aquí que 
el grupo factor G/S y G' son isomorfos. 


DEFINICIÓN. El subgrupo $ se llama núcleo del homeomorfismo. 


Ahora, combinando la discusión anterior sobre un grupo factor de G 
con la definición de homeomorfismo, se tiene el siguiente teorema. 
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Teorema 12. Sea S un subgrupo normal de un grupo G. Entonces, 
el grupo factor G/S es una imagen homeomorfa de G. 


mjmwrto. Puede establecerse un homeomorfismo del grupo alternante sobre 
cuatro símbolos sobre el grupo cíclico de orden 3, de la manera siguiente: 


i-(0X20X4) =r = è 
(1234) r 
(1304) + 
043) ^r 

(123) ^a 
Q43) — a 
(142) —a 
(134) — a 
(132) — at 
(143) + at 
(234) + at 
(124) — al. 


Ejercicios 

1. Establecer un homeomorfismo del grupo óctuple sobre el grupo cielico de 
orden 2. 

2. Establecer un homeomorfismo del grupo óctuple sobre el grupo de permu- 
taciones ie (1) (2) (92 (4), (12) (34), (13) (24), (14) (23). 

3. Establecer un homeomoríismo del grupo cíclico de orden 8 sobre el grupo 
cíclico de orden 4. 

4. Establecer un homeomorfismo del grupo simétrico de cuatro simbolos sobre 
el grupo simétrico de tres simbolos. 

5. Establecer un homecomorfismo del grupo aditivo de los enteros sobre el grupo 
aditivo de lus clases de residuos módulo 3. 

6. Establecer un homcormorfismo del grupo aditivo de los enteros sobre el grupo 

7. 


5» IDEALES EN ANILLOS CONMUTATIVOS 


A continuación, se aplicará la teoría de los grupos factores y homeo- 
morfismos de grupos a los anillos conmutativos. Para hacerlo debe de- 
finirse un nuevo concepto, a saber, el de un ideal en un anillo conmu« 
tativo. Un ideal en un anillo es un cierto tipo de subanillo que desem- 
peña un papel análogo al desarrollado por un subgrupo normal en un 
grupo, De aquí que, primero, se necesitan las condiciones necesarias y 


suficientes para que un subconjunto $ no vacio de elementos de un anillo. 


R sea un subanillo. Estas son: 
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L Los elementos de $ forman un subgrupo aditivo del grupo adi- 
tivo de R. 

2. El conjunto $ es cerrado respecto de la multiplicación, es decir, 
si a y b están en S, entonces ab está en S. 
Frecuentemente, la condición (1) se establece de la manera siguiente: 
si a y b están en S, entonces a — b está en S, El estudiante debe compro- 
bar que ésta es una condición necesaria y suficiente para que un subcon- 
junto no vacío de un grupo sea un subgrupo, Aplicaremos esta formula- 
ción de la condición (1) en la definición de un ideal en un anillo 
conmutativo y, de acuerdo con la costumbre, se denotarán los ideales 
por letras de tipo “futura”. 


Definición de un ideal 

Un subconjunto de elementos no vacio m de un anillo conmutativo R 
es un ideal si se satisfacen las dos condiciones siguientes: 

1. Sia y b están en m, entonces a — b está en m. 

2. Si a está en m y sì r está en R, entonces ra está en m. 


(m — maja es de 
Entonces, rina + ma) = (rr, + mr) Ya + 0 a, donde r' está en R. Nótese que, 
cuando R tiene un eh 


$ 
> 


6. En forma semejante, se define el ideal (e -: da) en wm anillo R 
generado por el finito de elementos 4,4, **, 4. de R, como el con- 
junto de elementos de la forma S7, re + D), nas, donde ks n están en R 

m, son enteros Se dice que los elementos 4 ^^, 4. forman una base 


j 





pi 
l 
i 
H 
i 
: 
i 


el ideal (6,4) = (2). 
el ideal (9,25) es el anillo de dos 


penu 
p 
"i 

ii 

RE 

ii 

pis 

Fi 


ii 
gU 
d 
2 
is 
H 
sl 
E 
H 
I 


ni 
iHi 
: i 


i 
H 
pi 
qha 
n 


Inm 
| 
i 
| 
ij 


6* ANILLOS DE CLASES DE. RESIDUOS 


Los ideales nos permiten construir anillos a partir de un anillo dado, 
en la misma forma que se construyeron los grupos factores por medio 
de subgrupos normales, Puesto que un ideal m en un anillo conmutati- 
vo R es un subgrupo normal del grupo aditivo del anillo, los elementos 
del anillo pueden separarse en clases laterales de m en R. Estas clases 
laterales se llaman clases de residuos de R cuyo módulo es el ideal m. Así, 
una clase de residuos módulo m es el conjunto de elementos m + a, don- 
de a es cualquier elemento del anillo R. Recuérdese que una condición 
necesaria y suficiente para la igualdad de dos clases laterales Sa y Sb de 
un subgrupo $ en un grupo G cs que ab-* esté en S. (Ver pág. 76, 
ejercicio 6). Esta condición, traducida a la notación aditiva y aplicada 
como un criterio para la igualdad de dos clases de residuos m a y 
m + b, es que a — b esté en m. Así, se tiene una generalización de la 
idea de las congruencias de los enteros. Se probarán las siguientes reglas 
que gobiernan las congruencias cuyo módulo es un ideal m. 


Teorema 13. Sea R un anillo conmutativo y m un ideal en R. Si 
ac b (mod m) y «i a' - b/ (mod m), entonces a ^ a^ es b bf (mod. 
m), aa^ sx bb' (mod m) y rae rb (mod m), donde r está en R. 
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Puesto que tanto a — b como a' — b' están en m, entnoces, (a — b) 
* (a! — M) — (acra) — (b b) estáenmya-t a mb H- b/ (mod 
m). Además, ya que a — b está en m, a/(a — b) está en m y puesto que 
a — Y está en m, (a — b')b está en m. Por lo tanto, a'(a — b) + 
(4 — b')b = a'a — b'b está en m y d'am b'b (mod m). Es obvio qut, 
sia — b está en m, r(a — b) está en b y ras rb (mod m). 


Definición de adición y multiplicación de clases de residuos 


Sea a un elemento de la clase de residuos m ^ a y b un elemento 
de la clase de residuos m + b. La suma de las dos clases de residuos 
m + aym +b s define como la clase que contiene al elemento a + b. 
El producto de dos clases de residuos m + a y m + b se define como la 
clase de residuos que contiene al producto ab, Obsérvese que, de acuerdo 
con el teorema anterior, la clase de residuos suma y la clase de residuos 
producto, son independientes de los elementos representativos particu- 
lares que se hayan escogido de las clases de residuos dadas. 


Teorema 14. Sea R anillo conmutativo y m un ideal en R. Las 
elases de residuos módulo m forman un anillo respecto de la adición y la 
multiplicación. 

El anillo formado por las clases de residuos módulo m se llama anillo 
de clase de residuos denotado por R — m. 

De la teoría de grupos se sabe que las clases de residuos forman un 
grupo abeliano aditivo puesto que son conjuntos laterales de un sub- 
grupo normal m en un grupo abeliano aditivo R, La definición anterior. 
de producto de dos clases de residuos nos proporciona la cerradura res- 
pecto de la multiplicación, Se deja al estudiante la demostración de las 
leyes asociativas para la multiplicación y la ley distributiva. 


1. Sea R el anillo de los enteros y m => (m), Entonces, R/(m) es el anillo 
T eU en ja rra a A ied re 

2. Sea R[x] el anillo polinomial, donde R es el anillo de los enetros y m el 
AI, dede da O EN O le la 
ax) x — 3), X) es un en R[x]. Ahora, cualquier polinomio 
g(x) en R[x] puede escribime como g(x) = q(x) (x — 3) -- g(3). Por lo tanto, 
£(x) zz g(3) (mod (x — 3)). Es decir, cualquier clase de residuos puede repre- 
si dos enteros a y b se encuentran en la misma 
en — 8), esto es, a — bs q(x)( — 3). 
0, el grado del segundo miembro es mayor que 
ya- lo tanto, cada entero determina una 


: 
i 
di 
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biunivoca entre las clases de residuos de R[x] módulo (x — 3) y los enteros a 
haciendo (x — 3) - a». El estudiante puede comprobar fácilmente que esta 


e un 
3. Sea R el anillo de los números complejos a + bi, donde a y b son enteros 
y sea m — (2). Entonces, ya que 2 y 2i son elementos de m, número 
a+bi=lk+r+ (2% +v)i, donde 0<r<? y 0Sr<2 Ad, a+ bi 
ES y + 1 (mod (2). De aquí que se tienen las cuntro distintas clases de resi- 
duos: (2), (2) +1, (2) +4 (2 1 5 E 


Ejercicios 


L Determinar sí las clases de residuos del ejemplo 3 forman un dominio entero, 

2. Presentar cl anillo de clases de residuos del anillo de los números complejos de 
la forma a + bi, donde a y b son enteros, cuyo módulo es el ideal (3). ¿Ka 
un campo este anillo de clases de residuos? 

3. Presentar el anillo de clases de residuos del anillo R[x], donde R es el anillo 
de los enteros cuyo módulo es el ideal (x). 

4. Presentar el anillo de clases de residuos del anillo R[x], donde R es el anillo 
de los enteros cuyo módulo es el ideal (4 + 1). 

5. Probar las leyes asociativas para la multiplicación y la ley distributiva en 
R/(m). 


7: HOMEOMORFISMOS DE ANILLOS 


La definición de homeomorfismo de un anillo es una extensión de 
la definición de homeomorfismo de un grupo. La correspondencia sim- 
plemente asegura dos operaciones en lugar de una. 


DEFINICIÓN. Denotemos por a, b, c, :* los elementos de un anillo R 
y por d^, V/, e, >> los elementos de un anillo A”. Se dice que el anillo R’ 
es una imagen homeomorfa del anillo R si es posible establecer una co- 
rrespondencia a» a” de los elementos de R sobre los elementos de R’ 
tal que: 

1. Cada elemento a en R tiene exactamente una imagen a' en R'; 

2. Cada elemento de R' se presenta por lo menos una vez como 


3. Si a^a y b V, entonces a - b» d V yab gb. 


Una vez mås se observa que un homeomorfismo es un mapeo múlti- 
ple de los clementos de R en los elementos de R’, Se demostrará la rela- 
ción intima entre los ideales y los homeomorfismos de los anillos en el 
siguiente teorema. 


Teorema 15. Si un anillo R’ es una imagen homeomorfa de um 
anillo conmutativo R, aquellos elementos de R cuya imagen es el ele- 
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mento cero de R' forman un ideal m, y el anillo de clases de residuos 
R/m es isomorfo a R', 

Primero, se demostrará que aquellos elementos de R cuya imagen 
es el elemento cero de R' forman un ideal m. Denotemos el elemento 
cero de R' por 0'. Entonces, si a— 0^ y b. — 0", se tienea — b— 0 — 0^ 
=(Y, Además, si r es cualquier elemento del anillo R cuya imagen es Y 
en R', ra= r O = 0, Por lo tanto, aquellos elementos de R cuya ima- 
gen es el elemento cero de R’ forman un ideal m en R. A continuación, 
separemos los elementos de R en clases de residuos módulos m. Si a — «', 
todos los elementos de la clase de residuos m + a tienen la imagen 4, 
pues todo elemento m + a, donde m está en m de esta clase, se mapea 
en YU +a=a!. Además, si b—»a', entonces a— ba —a —0 y 
& — b está en m. Si ahora se consideran las clases de residuos de R mó- 
dulo m como elementos, es obvio que la correspondencia m + a— 4^ 
es un isomorfismo porque si m + b —> b’, entonces m + a + b> +b 
y mt ab ab. 

Ahora, combinando nuestra discusión previa sobre los anillos de clases 
de residuos de un anillo R con la definición de homeomorfismo, puede 
verse que cualquier anillo de clases de residuos de R es una imagen 
homeomorfa de R. Sea m un ideal en R, entonces la correspondencia 
a—>m + a nos da el homeomorfismo, De aquí que se tiene el teorema 
siguiente. 


Teorema 16. Todo ideal m en un anillo conmutativo R determina 
un homeomorfismo de R en su anillo de clases de residuos R/m. 


1. Probar que una imagen homeomoría de un anillo conmutativo es un anillo 


-i 
i 
Í 
| 
i 


| 
| 
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8 + AUTOMORFISMOS DE CAMPOS 


Automorfismo de un campo 


Un automorfismo de un campo F es una correspondencia biunivoca 
de F consigo mismo que se conserva bajo la adición y la multiplicación. 
En términos de la notación introducida en relación con los automor- 
fismos de grupos, f es un automorfismo de un campo F si es una corres 
pondencia biunfvoca de F consigo mismo tal que f(a + b) = f(a) + 
f(b) y f(ab) = f(a)f{b). 


EJEMPLOS. 

L Siaera se tiene el automorfismo identidad. 

2. Sea F el campo que consiste de todos los números de la forma a 4 BV, 
donde a y b son números racionales. Entonces a + bVZ«»a — bV2 es un auto 
morfimno de F. Puesto que sí a+0ViIc>0—06V7 y e+dVZe>c—dV2, 
entonces (a bV2) -- (e dV3) — (acce) - (b d) VZe(a c) — 
(b d) VE (a — &V2) (e — dV2) y (a & bVT)(e d V2) e (ac 2d) 
+ (ad + be) VZ 0> (ac + 204) — (ad + be) VË = (a — bY2) (e — dV2). 

$. Si F ex el campo de los números reales, la correspondencia «+» —a es 
biunivoca y se conserva bajo la adición pero no e comerva bajo la multiplicación. 
Porque a + be>—(a + b) == (—a) + (—b) pero ab e» — (ab) Y (—a)(=b). 
De aquí que esta correspondencia no e» un automorfismo. 


Mala + di)" + ala + di)! +++) 
7 f(a)if(a 3 BT 4 f()[f(a 4 b] oo Fn) 
7 ela — b)* 4 a(a — bt 4 d aem HO) e O. 
Las demostraciones de los teoremas siguientes son muy semejantes 
a las demostraciones de los teoremas correspondientes para los grupos 
y se dejan como ejercicios para el estudiante. 


Teorema 17, Si f ex un automor[ismo de un campo F con identidad 
aditiva O e identidad multiplicativa 1, £(0) =0 y f(1) = 1. 


Teorema 18. Sean f y g automorfismos de un campo F. Entonces, 
la correspondencia k dada por ae»k(a) — f[g(a)] ex un automorfis- 
mo de F. 
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xjewrLo. Sea F el campo que consiste de los números a + 5V2 404 
«VÍ, donde a, b, e y d son números racionales. Entonces, si f(a 4 bV2 4 ci 
dV) —a— ba + ci — dVÜiygia + bV + ei + dVi) a bV2 — 
€i — dV 9i, (y g son automorismos de F. Entonces, k se define por k(a - bV2. 
+ 04 dV3L m Rig(a - bYT 4 ei 420) — fla bYZ2—ci— dV2i) 
a — b VE — ci d Vi y es otro automorfimo de F. 


periición. Si f y g son automorfismos de un campo F, fg es el 
automorfismo k definido por a «» k(a) 7 f[g(a)]. 


Teorema 19. El conjunto de todos los automorfismos de un campo 
F forman un grupo llamado grupo de automorfismos de F. 


Regresemos al ejemplo que sigue del teorema 18, Puede demostrarse 
que los únicos automorfismos de este campo son el automorfismo iden- 
tidad e y los automorfismos f, g y k. El grupo de automorfismos de F 
tiene la tabla de multiplicación 


efgk 
ejefgk 
fif ekg 
gig ket 
kikgfe 
Ejercicios 
|, Probar el teorema 17, 
2. Probar el teorema 18. 
3, Probar el teorema 19. 
4. Considérese el campo F que consiste de todos los números de la forma 
a+ br + er 4 de + ei + lir + gi? + hi”, donde 6,b,++-,h son múmeros 
Dyer: r == VÍ, Encontrar todos los automorfismos f de F tales que 
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